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PRÉFACE. 


}^ La Science des Déterminants est l'un des instruments les 

^ plus puissants que l'Analyse mette à la disposition des Géo- 
mètres; le mécanisme en est fort simple, les méthodes sont 
presque élémentaires, les résultats sont d'une fécondité re- 
marquable. Née de la résolution des équations du premier 
degré à plusieurs inconnues, elle en abrège les procédés, en 
généralise les formules et donne à celles-ci une expression 
figurée, à la fois simple et précise, serrée et commode, qui 
rend la combinaison de ces formules sûre et rapide. 

L*Jlgèbre, qui a donné naissance aux Déterminants, tire 
ainsi le premier fruit de son œuvre, au seuil même d'opéra- 
tions souvent fort laborieuses; mais cet avantage n'est pas le 
seul tribut que l'Algèbre lève sur cette science nouvelle, 
éclose dans son domaine : elle y trouve des ressources bien 
autrement précieuses pour l'élimination d'un ordre supérieur 
et pour la détermination des solutions communes aux équa- 
tions de degrés élevés. Ces parties, si épineuses dans la pra- 
tique, ont été simplifiées avec art et précision, et des calculs 
presque inextricables sont devenus d'une facilité merveilleuse 
et même originale. 

En Géométrie analytique, pour évaluer les angles, les lignes, 
les surfaces et les volumes en fonction de certaines données, 
on établit les relations qu'on sait exister ou qu'on découvre 
entre ces données, entre la quantité cherchée et entre d'autres 
éléments auxiliaires de la flgure, convenablement choisis. 
Les relations ainsi établies constituent les équations de la 
question, et les éléments qui y entrent, indépendamment des 
données, forment autant d'inconnues auxiliaires, qu'il s'agit 
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d'éliminer. Cette élimination, par les procédés ordinaires, est 
souvent longue et compliquée; elle se hérisse quelquefois de 
difficultés presque insurmontables. De plus, la suite des opé- 
rations introduit dans les équations résultantes, pour beau- 
coup de cas, des facteurs étrangers qui en embarrassent le 
maniement et masquent les liens apparents qui existent for- 
cément entre les données et la solution. 

Ce double inconvénient disparaît par l'emploi des Détermi- 
nants. Non-seulement les opérations deviennent simples et 
aisées, non -seulement les multiplicateurs étrangers sont 
écartés; mais les facteurs utiles apparaissent presque sponta- 
nément et sont immédiatement mis en évidence; mais encore 
l'expression de la solution forme tableau, pour ainsi dire, et 
présente une symétrie remarquable dans la disposition de ses 
éléments connus. 

Les caractères qui distinguent entre elles les lignes et les 
surfaces d'un même degré, ceux qui embrassent les figures 
d'une même famille, ainsi que les conditions auxquelles ces 
figures peuvent être assujetties, se traduisent, dans l'Analyse, 
par certaines relations entre les coefficients de leur équation 
générale. C'est encore la Science des Déterminants qui con- 
duit à la détermination la plus rapide, qui fournit la repré- 
sentation la plus succincte et la mieux figurée de ces rela- 
tions de condition. 

Les Déterminants donnent aussi le moyen de trouver les 
fonctions qui ne sont pas altérées par une transformation 
linéaire des variables; la découverte et l'étude de, ces fonc- 
tions sont peut-être le principal objet de cette science, dont 
le champ ne cesse de s'étendre ei de se féconder. En Géo- 
métrie, celle transformation correspond à un changement 
d'axes de coordonnées; les fonctions obtenues expriment donc 
des propriétés absolument indépendantes du choix des axes. 
On comprend dès lors toute l'importance que doit prendre 
celte branche de l'Analyse dans les investigations géomé- 
triques. 

L'importance des Déterminants se manifeste par des progrès 
incessants; elle est partout reconnue et proclamée^ dans, les 
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Journaux scientifiques comme dans les Mémoires et les Cours 
publics. Chaque année voit apparaître de nouvelles publica- 
tions sur cette Téconde théorie et sur ses nombreuses appli- 
cations. Plusieurs auteurs s'efforcent, en même temps, de 
donner à cette science une forme plus simple, une rédaction 
plus élémentaire, une direction plus pratique, afin de la mettre 
à la portée des jeunes esprits. 

Dans beaucoup de pays, en Angleterre, en Italie et en Alle- 
magne, la théorie des Déterminants est prescrite dans l'en- 
seignement et introduite dans les écoles. En France, elle a 
pénétré dans les lycées de Paris; elle se trouve enseignée 
dans beaucoup d'établissements de province; elle est admise 
avec faveur et reçue avec avantage dans les examens d'admis- 
sion à rÉcole Polytechnique et à l'École Normale; elle appar- 
tient de droit au Cours de Mathématiques spéciales. 

Les professeurs, pour se maintenir à la hauteur de leur 
mission, sont forcés de consulter les Mémoires et les Traités 
spéciaux; ils sont contraints de puiser dans des publications 
éparses; ils sont obligés de faire des extraits séparés, d'éta- 
blir un lien uniforme entre ces extraits, de les revêtir d'une 
forme simple et élémentaire, afin de les faire cadrer avec les 
matières de leur enseignement. Cette tâche, toujours labo- 
rieuse, souvent difficile par l'absence , l'éloignement ou la 
variété des sources originales, absorbe leurs loisirs ou dérobe 
à leurs fonctions une partie du temps qu'ils doivent aux ^oins 
immédiats des élèves. 

Les élèves eux-mêmes, restreints aux notes fugitives de la 
classe, sont embarrassés dans l'étude de leurs leçons par les 
parties qui leur ont échappé ou qu'ils ont mal saisies; ces 
points d'arrêt ébranlent leur confiance, en provoquant des 
efforts en pure perte. 

Un Livre, pouvant servir de guide et d'aide-mémoire, aura 
donc un côté à la fois utile pour les élèves et avantageux pour 
les maîtres, surtout s'il renvoie, en même temps, aux sources 
premières, aux documents complets, oii la Science est traitée 
avec tous ses développements. 

C'est afin d'abréger le travail des Professeurs, de faciliter 


TIII PRÉrACB. 

rétude aux Élèves que nous avons entrepris la rédaclion de 
cet Ouvrage. Nous y avons suivi les procédés les plus étémen* 
taires> adopté les notations les plus simples, exposé les prin- 
cipes les plus essentiels^ qui suflisent en Algèbre et en Géo- 
métrie, dans l'étendue du programme officiel. Si nous avons 
modifié plusieurs démonstrations usitées, c'est pour les sim- 
plifi er, les abréger, les rendre accessibles aux jeunes com- 
mençants. C'est surtout pour eux que nous avons entrepris ce 
travail; c'est aussi à eux que nous l'adressons particuliè- 
rement. 

La première idée des Déterminants est due à Lbibnitz. 
/^^V [Lettre de Leihnitz à LHospitaly du 28 avril \&^,eiOEuvres 
mathématiques de Leibnitz, publiées par Gerhardi, t. II, 
p. 239]. Mais l'importance de ces fonctions a été signalée 
surtout par Crambb, dans son Introduction à l'Analyse des 
courbes algébriques, 1750; Cramer peut être regardé comme 
le second inventeur des déterminants. Ce Géomètre a trouvé 
la loi de formation des Déterminants au moyen des formules 
que fournit la résolution de deux équations du premier degré 
à deux inconnues, et de celles que donne la résolution d'un 
système de trois équations à trois inconnues. Bezout a étendu 
cette loi à un nombre quelconque d'équations linéaires, ren- 
fermant autant d'inconnues, en même temps qu'il. a donné 
une méthode rapide pour la résolution de ces équations [His- 
toire de l'Académie royale des Sciences, 1764)' 

Dans les travaux de Laplacb et de Vandermond? [Histoire de 
V Académie royale des Sciences, 1772, 2* partie), dans ceux de 
Lagrange [Sur les Pyramides, 1773, et Noui^eaux Mémoires de 
V Académie royale de Berlin, 1773), la loi de Cramer se trouve 
confirmée et plusieurs propriétés des Déterminants sont énon- 
cées et mises au jour. 

L'illustre Gauss, dans ses Disquisitiones arithmeticœ, 1802, 
a perfectionné et étendu le calcul algébrique, au moyen des 
Déterminants. Plus tard, Binet [Journal de l'École Polytech- 
nique, XVI* cahier, i8i3) et Cajjcei [Journal de l'École Poly- 
technique, XVII* cahier, i8i5) ont énoncé de nouvelles pro- 
priétés et ont donné, dans les applications, au moyen des 
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Déterminants, une facilité inattendue à des calculs fort com- 
pliqués. 

Ce n'est cependant qu'en 1841 que Jacobi, dans son Mémoire 
De formatlone et proprietaiibus delerminantium y posa les 
bases d'un Traité concernant la Théorie des Déterminants, et 
rendit cette science accessible à tous les mathématiciens. 

Depuis cette époque, la Science des Déterminants a été 
l'objet de recherches incessantes de la part des géomètres, 
les progrès ont été rapides. Elle s'est signalée surtout par ses 
applications curieuses et variées à la Théorie des nombres, à 
celle des Équations, à l'Analyse en général, à la Géométrie et 
à la Mécanique. 

Ces applications sont consignées, d'abord en partie dans les 
écrits de Jacobi [Mathematische îVerke) et de Cauchy [Exer- 
cices d'Analyse et de Physique mathématique)] ensuite dans 
les Mémoires publiés par MM. Catlet (Memoirs upon quantics), 
Sylybst£r (Philosophical Magazine), Hesse, Borchardt, Malm- 
STEiN, JoAGHiMSTHAL [Joumal de C relie). 

L'emploi le plus heureux et le plus efficace des Déterminants 
a éié fait par M. Hermite, dans ses savantes et profondes re- 
cherches sur la Théorie des nombres, et dans ses travaux d'A- 
nalyse. Il en a publié les remarquables résultats dans les Jour- 
naux de C relie , de Liouville^ etc. 

M. SALMONa puissamment contribué à la propagation de cette 
science par la publication d'ouvrages spéciaux et par les appli- 
cations à la Géométrie qu'il a données dans son Traité : On 
the higher plane curves. 

Les fonctions de Cramer étaient d'abord appelées résul- 
tantes; la dénomination de déterminant, empruntée à Gauss, 
a été introduite dans la Science par Cauchy, qui lui a substitué 
plus tard le nom ûefonction alternée. L'usage a fait maintenir 
le nom de déterminant. 


Paris, mars 1877. 

G. D. 


AVIS ESSENTIEL AU LECTEUR. 


Le lexie couranl de ce Traité forme la pariie la plus élé- 
mentaire de la Théorie des Déterminants; il comprend, en 
outre, toutes les applications de cette science aux diverses 
matières qui constituent le programme des Mathématiques 
spéciales. Le lecteur peut en faire une élude suivie, en négli- 
geant tout ce qui 'est imprimé en petits caractères. 

Les autres articles, non revêtus d'astérisques, peuvent être 
lus ensuite; ils complètent le cours. Sans être indispensables, 
ils fournissent des résultais utiles et intéressants, dont l'Élève 
saura apprécier l'importance. 

La partie.en petit texte, qui esl affectée d'astérisques, ne 
présente aucune difficulté. Elle résume plusieurs applications 
curieuses des Déterminants à l'Algèbre et à la Géométrie ana- 
lytique; celles-ci reposent sur des méthodes, à la fois simples 
et rapides, qui trouvent un emploi fort avantageux dans beau- 
coup de branches des Sciences exactes. 
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES DÉTERMINANTS, 


§ ]. Définition et notation des déterminants. — § II. Transformation des dé- 
terminants. — § lil. Les déterminants mineurs. — § IV. DéTeloppement 
des déterminants. 

§ I. — Définition et notation des déterminants. 

1. Première définition des déterminants. — Éunt donné 
le produit ^t^sC,.../» de n quantités ^1^62, c,, ...>/it» si Ton 
fait entre les n indices i, 2, 3, . . . » n toutes les permutations 
possibles, en maintenant les lettrées fixes, et que l'on donne à 
^«chaque résultat le signe -K ou le signe — suivant que le 
nombre des inversions entre les n indices est pair ou impair, 
la somme algébrique des résultats obtenus est dite le déter^ 
minant des n' quantités du tableau 

^1» vi. Cl, • • •, «I, 
ûi> ^if ^ï> • • • > '»> 

(0 { Û8, 6s, Cj, .. ., /a, 

I • • • ■ 

la» 

■ s • • • 

\ ^ii> *^nf Cny • ' • f •«• 


2 LIVRE I. — CHAPITRE I. 

Ces n* quantités soirt appelées les éléments du déterminant. 
Nous désignerons ce déterminant par A. 

2. Inversion des indices. — L'inversion entre deux indices 
se comprend d'elle -mê me. Pour plus de clarté, nous dirons 
que deux indices présentent une inversiony toutes les fois 
qu'ils ne se suivent pas dans leur ordre numérique, c'est-à- 
dire chaque fois que le premier indice est supérieur au sui- 
vant. Ainsi la permutation 

ûi 6j C3 d^ 

n'a pas d'inversion. La permutation 

a^ bz Cl dr 

présente au contraire cinq inversions : une entre «< et chacun 
des trois éléments suivants 63, <?i, d,, ce qui fait trois inver- 
sions; et une inversion entre 63 et chacun des deux éléments 
suivants Ci et d^, ce qui fait encore deux inversions; donc 
en tout cinq inversions. 

3. Permutations paires et permutations impaires. — Une 
permutation est dite paire ou impaire, suivant qu'elle pré- 
sente un nombre pair ou un nombre impair d'inversions 
entre les indices. 

Deux permutations sont dites de même parité, lorsqu'elles 
sont toutes les deux paires ou toutes les deux impaires; si 
l'une est paire et l'autre impaire, elles sont dites de parités 
différentes. 

4. Théorème fondamental sur les inversions. — Lorsque 
l'on permute entre eux deux indices dans une permutation, 
la permutation change de parité, en d'autres termes, on. al- 
tère d'un nombre impair le nombre des inversions entre les 
indices. 

Nous distinguerons deux cas, suivant que les indices inter- 
vertis appartiennent à deux éléments consécutifs ou à deux 
éléments quelconques de la permutation. 

1° Considérons la permutation ¥ = Ae^f^B, où A désigne 
le produit des éléments a, b, ..., d qui précèdent l'élément e, 
et B le produit des éléments g, h, .*.,/ qui suivent l'élé- 
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ment/; les éléments a, 6, ..., d sont affectés d'indices quel- 
conques, mais différents de a et (3, ainsi que les éléments 

Si Ton intervertit les indices a et (3, nous aurons la per- 
mutation P'= A^p/aB; or je dis que les permutations P et F' 
sont de parités différentes, 

En effet, il est aisé de voir que les éléments de A, com- 
parés entre eux et avec les suivants, présentent le même 
nombre d'inversions dans P et P'; et que les éléments de B, 
comparés entre eux et avec les précédents, présentent aussi 
un même nombre d'inversions dans P et P'. Mais l'un seul 
des deux produits e^f^ et e^f^ présente une inversion; par 
suite, l'une des deux permutations P et P' présente une in- 
version de plus que l'autre; donc ces deux inversions sont 
de parités différentes. 

Nous en concluons que, si dans une permutation on fait 
avancer ou reculer un indice d'un rang, la permutation change , 
de parité. 

2** Supposons actuellement que, dans la permutation P, on 
intervertisse les indices des deux éléments e et e', de rang r 
et r', qui sont séparés par m éléments. 

On amènera l'indice de l'élément eau rang r', en le faisant 
reculer de m + i rangs, ce qui produira /n -f-i changements 
de parité; puis on amènera l'indice de l'élément e' au rang r, 
en le faisant avancer de m rangs, ce qui produira encore 
m changements de parité. Par suite, la permutation P aura 
subi en tout un nombre m-f-i + m ou un nombre impair 
2m -h I de changements de parité; donc la permutation résul- 
tante sera d'une parité contraire à celle de la permutation P. 

5. Composition du déterminant A par rapport à la posi- 
tion des n^ éléments dans le tableau carré (i} de ces élé- 
ments: — 11 n'est pas difficile de reconnaître que chaque 
terme du déterminant A contient un élément et un seul de 
chaque colonne dans le tableau carré (i) des n} éléments; 
car chaque permutation, formée au moyen du termes-type 
a, 6,C3.../„ par l'inversion des indices, renferme chacune des* 
n lettres a, 6, c, ..., / et ne la renferme qu'une fois, 

I. 
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Chaque terme de A contient aussi un élément et un seul 
de chaque ligne horizontale du tableau carré (i) des n* élé- 
ments; car chaque terme, formé au moyen du même terme- 
type par l'inversion des indices, renferme, comme indice, 
chacun des n premiers nombres entiers i, 2, 3, ..., n et ne le 
renferme qu'une fois. 

Réciproquement, tout produit de n facteurs, qui ne con- 
tient qu'un élément de chacune des n lignes horizontales du 
tableau (i) et aussi qu'un élément de chacune des n colonnes 
verticales de ce tableau, pourra être considéré comme un 
terme du déterminant A, s'il est affecté du signe + oiî du 
signe —, suivant que le nombre des inversions entre les in- 
dices y est pair ou impair : car ce produit est nécessairement 
l'un de ceux obtenus par la permutation, de toutes les ma* 
nières possibles, des indices dans le produit ai^sC, ... /„. 

On en conclut que le déterminant peut aussi recevoir la 
définition suivante, qui nous paraît la plus élémentaire. 

6. Définition ordinaire des déterminants. — Étant données 
n^ quantités 

^i» vi. Cl, ..., *i, 

^2» ^3> Cly •••♦ *a> 

Osf U39 Cif ..., Cs, 

• • • • • 

• • • • • 

• • • • • 

^nf ^ny Cny • • • i 'm 

représentées par des lettres munies d'indices, qui sont dis- 
posées en un carré de n colonnes verticales distinguées par 
les lettres et de n lignes horizontales marquées par les in- 
dices, le déterminant de ces /i' quantités ou éléments est la 
somme algébrique de tous les produits possibles que l'on 
peut former avec ces n^ éléments, pris /i à n, de manière que 
chaque produit ou terme ne contienne qu'un élément de 
chaque ligne et aussi qu'un élément de chaque colonne. 

7. Terme principal du déterminant. — Le produit 

cil Oj C3 • • . Cn 

des n éléments a., 69, d, ..., /„, qui sont disposés en diago- 
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nale, de gauche à droite, constitue le terme principal du dé- 
terminant; les lettres s'y suivent dans leur ordre alphabétique 
et les indices y sont rangés dans leur ordre de grandeur 
croissante. 

Ce ternie est ainsi appelé parce qu'il sert à former, en va- 
leur absolue, tous les termes du déterminant, en y maintenant 
les lettres dans leur ordre alphabétique et en opérant entre 
les indices toutes les permutations possibles. 

Car, de cette manière, chaque terme obtenu, ne renfermant 
qu'une fois chacune des n lettres a, 6, c, ..., / et qu'une fois 
aussi chacun des n indices i, a, 3, ..., n, ne contiendra qu'un 
élément de chaque ligne et aussi qu'un élément de chaque 
colonne. 

Se plus, comme nous l'avons déjà prouvé au n® 5, tous les 
termes du déterminant auront été formés, puisqu'on aura 
effectué toutes les periputatians possibles entre les n indices 

I, 2, Of ***9 ■* • 

On pourrait*' aussi, dans le terme principal, maintenir les 
indices dans leur ordre numérique et opérer toutes les per- 
mutations possibles entre les n lettres a, b, c^ .,., l> 

8. Règle des signes. — Le terme principal d*un détermi- 
nant est toujours affecté du signe -h. 

Si les lettres, dans les différents termes, sont maintenues 
dans leur ordre alphabétique, les autres termes seront affectés 
du signe 4- ou du signe — , suivant que les indices y pré- 
sentent un nombre pair ou un nombre impair d'inversions 
(n°l). 

Ainsi, si /i = 3, le déterminant défini au n'' 6 sera formé 
avec 3^ ou g éléments; les produits a, 63^1 et aibid seront 
deux termes de ce déterminant. Dans le terme a» 63 c„ les 
indices se trouvant rangés dans^ l'ordre 2, 3, i, forment une 
inversion entre 2 et i et une autre inversion entre 3 et i ; ils 
présentent par suite un nombre pair d'inversions; donc ce 
terme devra être affecté du signe +. Dans le terme aibtd, 
au contraire, il y a une inversion entre chaque indice et les 
suivants; il contient, par suite, trois inversions et devra être 
affecté du signe — . 
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Si, au contraire, les indices se suivent dans leur ordre nu- 
mérique, les différents termes du déterminant seront affectés 
du signe -+- ou du signe —, suivant que les lettres y pré- 
sentent un nombre pair ou un nombre impair d'inversions. 

Ainsi, dans les deux termes a^biCi et ^36, Ci du détermi- 
nant formé avec 3' ou 9 éléments, rangeons les indices dans 
leur ordre numérique ; ces deux termes s'écriront c, «a 6s et 
Cl 62 «s. Le premier c, a, 63 de ces termes présentera deux in- 
versions, Tune entre c et a, Tautre entre c et 6; il sera affecté 
du signe -f-. Le second terme Ci biU^ présentera trois inver- 
sions. Tune entre c et 6, une autre entre c et a et la troisième 
entre 6 et a; il sera affecté du signe — . 

9. Définition IV. — Chaque terme du détermiiîant de 
/i' éléments est le produit de n de ces éléments, ou le pro- 
duit de n facteurs; on dit, pour cela, que le déterminant est 
du n'*™*' degré ou du n}^""^ ordre. 

Le déterminant du n'*"** ordre contient autant de termes 
que Ton peut former de permutations avec les n indices 
I, 2, 3, ..., n ou avec les n lettres a, b, c, ..., /. Le nombre 
des termes de ce déterminant est donc égal au produit 

10. Définition V. — Les termes d'un déterminant sont sé- 
parés en deux classes : la première classe ou la classe paire 
comprend les termes positifs; la seconde classe ou la classe 
impaire renferme les termes négatifs. 

Dans un déterminant, le nombre des termes affectés du 
signe -h est égal au nombre des termes affectés du signe — ; 
car, si dans un terme positif on permute eiitre eux les deux 
derniers indices, on formera nécessairement un terme qui 
aura une inversion de plus ou de moins que le précédent; ce 
terme sera donc négatif. 

11. Exemples. — 1° Pour avoir le déterminant du second 
ordre, composé des quatre éléments 

«I, byy 

«2, ^2, 
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dans le produit ab on donne aux deux lettres a e\.b les in- 
dices respectifs i et a, puis 2 et i > tels qu'ils se suivent dans 
les permutations 12 et 21 que Ton peut former avec les in- 
dices I et 2; on donne le signe + au premier résultat a^ 62 et 
le signe ~ au second a, 6,. On trouve ainsi ûi 62 — a^ 6i pour 
le déterminant demandé. 

2** S'il s'agît de former le déterminant du troisième ordre, 
qui est composé des neuf éléments 

^l> Oxy C|, 

(I) ' \ CL^y bu Cu 

Û3, 63, C3, 

on écrit la lettre c affectée de l'indice 3 à la droite de chacun 
des deux termes a. 6^ — ai 61 du déterminant du second 
ordre, ce qui fournit les deux produits aibiC^ et — atbid; 
puis on fait avancer l'indice 3 d'un rang dans chacun de ces 
produits, ainsi que dans les deux produits résultants, et l'on 
a soin de changer le signe du produit à chaque pas de l'in- 
dice 3. On obtient ainsi le déterminant demandé du troisième 
ordre 

( II ) Oi bj C3 — a, 63 Ca -4- Ci bx Ci — a» 61 c^ 4- a^ 63 C| — a^ ia d . 

12. Remarque. — Supposons que les neuf éléments dis- 
posés en carré (I), qui composent notre déterminant du troi- 
sième ordre (II), soient les coefficients respectifs qui multi- 
plient les inconnues dans un système de trois équations du 
premier degré à trois inconnues :t:, / et z ; ce système sera 
nécessairement le suivant : 

Iûi X -h bi y* -h Cx z =: ktf 
^ ttiX-h bijr -{- dZ = A-3, 

OÙ les termes connus ki, kt et k^ sont quelconques. 

Il est aisé'de voir que notre déterminant (11) est précisé- 
ment le dénominateur commun des valeurs que fournissent 
pour les inconnues x^y et z les formules générales de Cra- 
mer. On sait que le géomètre genevois avait donné ces for- 
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(V) 


males^ dès 1 760, dans son Introduction à V Analyse des courbes 
algébriques. Aussi la fonction (II) est-elle souvent appelée le 
déterminant des premiers membres du système linéaire (III). 

13. Notation ordonnée de Cauchy. — On représente le dé- 
terminant de 71' éléments, en plaçant entre deux traits verti- 
caux, entre deux barres, le tableau carré de ces éléments. 

Ainsi le déterminant défini ci-dessus (1, 2, 3 et 4), que 
nous désignerons toujours par la lettre grecque A, sera repré- 
senté par la notation 

«1 fti c, ... /| 


(IV) 


«2 63 C*j ... /j 
ûta ^3 Ca ... «3 


an bn Cn 


In 


Cette notation ofiFre de grands avantages dans récriture et 
la combinaison des formules. Elle a été employée, pour la 
première fois, par Cauchy dans son Mémoire Sur le nombre 
de valeurs qu'une fonction peut acquérir [Journal de l'École 
Polytechnique, XVIP Cahier, i8i5, p. 62); elle a été suivie 
depuis par Jacobi dans tous ses écrits [De formatione et pro- 
prietatibus determinantium, 4, et Journal de Crelle, t. 15, 
p. ii5 et suivantes). 

D'après cette notation, on a (11) 

Ui t>i — aj 0,, 


«1 


b. 


«2 
«3 


b: 


c, 

Ci 
Cz 


= aib2Cz — Uibid-h Uib^Ci— a^b^Ci-^- a^b^Cx — Uzb^Cx 


14. Notation à double indice de Leibnitz. — Dans la suite, sauf 
avis contraire, nous représenterons toujours, comme ci-dessus (1), 
les éléments de chaque colonne verticale par la même lettre, et nous 
donnerons le même indice aux lettres d'une même ligne horizontale; 
rindice marquera toujours le rang de la ligne. 

Ce mode de représentation des éléments se prête avec avantage aux 
démonstrations élémentaires. 
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Cependant la notation ordonnée, qui est la plus usitée en Mathéma- 
tiques supérieures, consiste à représenter tous les éléments par la même 
lettre, à laquelle on donne un double indice : le premier indice désigne 
toujours le rang de la ligne horizontale à laquelle appartient l'élément, 
tandis que le second indice marque le rang de la colonne verticale où 
se trouve l'élément. 

Le déterminant du troisième ordre (i3) 

A, b, 

(V) 


s'écrira ainsi 


(VI) 


a, 


II 


'31 


•31 


'12 


"as 


■32 


•|3 


'M 


■33 


Lorsque le déterminant est d'un ordre supérieur au neuvième, on a 
soin de séparer par une virgule les deux indices de chaque lettre. 

La notation précédente est due à Leibnitz; elle se trouve indiquée dans 
ses Œuvres mathématiques, qui ont été publiées par Gerhardt, t. Il, 
p. aSg, et se lit dans la lettre que Leibnitz a écrite à L'Hospital, le 
28 avril 1693. 

15. Plusieurs auteurs, dans remploi de la notation de Leibnitz, placent 
en exposant V indice (Tordre des colonnes. Ainsi, pour marquer la place 
d'un élément dans le tableau (IV) de Gauchy, i)s affectent de deux in- 
dices superposés la lettre qui représente les éléments ; l'un de ces in- 
dices est inférieur et Tautre supérieur. L'indice inférieur indique le rang 
de la ligne à laquelle appartient l'élément, tandis que l'indice supérieur 
désigne le rang de la colonne où se trouve l'élément. 

Le déterminant (YI) du troisième ordre sera ainsi représenté par la 
notation générale 

(vn) 


a 


a 


a. 


a 


a\ 


at 


a\ 


et le déterminant (IV) du /i'*"* ordre s'écrira 


(vni) 


A = 


a 
a 
a 


a 
a 


a 
a 
a 


«7 


et. 


ak 


«4 


« 


n 


a^ 
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Cette manière de représenter les éléments pourrait s'appeler notation h 
indices superposés, tandis que la précédente (14) pourrait se nommer 
notation à indices consécutif s, 

16. Formation des termes da déterminant dont les éléments sont 
à indices superposés. — Le terme principal du déterminant (VIII) est 
encore le produit 

a\ alal ,,. <, 

ayant pour facteurs les éléments de la diagonale principale. 

Ce terme sert toujours à former tous les autres termes du détermi- 
nant A. 

Pour les obtenir en valeur absolue, on peut: 

1° Supposer fixes les indices inférieurs et opérer toutes les permuta- 
tions possibles entre les indices supérieurs ; ou encore^ 

2** Maintenir à leur place les indices supérieurs, et effectuer toutes les 
permutations possibles entre les indices inférieurs. 

Quant au signe de chaque terme, on intervertit l'ordre des éléments 
dans ce terme, de manière que les indices inférieurs se suivent dans leur 
ordre numérique, et Ton donne au terme le signe -f- ou le signe —, sui- 
vant que les indices supérieurs présentent un nombre pair ou un nombre 
impair d'inversions. 

On peut encore amener les indices supérieurs dans leur ordre naturel, 
en intervertissant Tordre des facteurs, et évaluer le nombre des inver- 
sions que présentent les indices inférieurs. 

17. Règle des signes pour les déterminants dont les éléments sont 
à indices superposés. — Lorsque les deux séries d indices se suivent 
dune manière quelconque dans un terme ^ il faut donner à ce terme le 
signe -h ou le signe — , suivant que la permutation des indices inférieurs 
et la permutation des indices supérieurs sont de même parité ou de pa- 
rités différentes. 

Soit, en effet, 

* "«1 "Mj "Ms ' • • "Un 

la valeur absolue d'un quelconque des termes du déterminant (VIII) , 
chacun des produits v^ v^ v^,, , v^^ u^u^u^, ,, u^ constitue l'une des n per- 
mutations que l'on peut former avec les n premiers nombres entiers 

la afi, O, • • «j /». 

Dans ce terme, je permute entre eux les deux éléments 

et j'appelle T le produit résultant; la permutation des indices inférieurs 
a changé de parité (4), ainsi que celle des indices supérieurs; donc, 
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si les deux permutations des indices sont de même parité dans T, elles 
seront encore de même parité dans T ; et, si ces deux permutations sont 
de parités différentes dans T, elles seront aussi de parités différentes 
dans T'. 

Il s'ensuit que, si l'on intervertit d'une manière quelconque l'ordre 
des facteurs dans T, la parité relative que présentent la permutation des 
indices inférieurs et celle des indices supérieurs n'est pas altérée. 

Or, si i'on ramène les indices inférieurs dans leur ordre naturel, la 
permutation de ces indices devenant I.2.3.../2 sera paire; donc le 
terme T devra être affecté du signe -+• ou du signe —, suivant que la 
permutation résultante des indices supérieurs sera paire ou impaire. Il 
s'ensuit que le terme T sera positif ou négatif, suivant que les permu- 
tations des indices inférieurs et des indices supérieurs sont ou non de 
même parité. 

17 bis. Notation abrégée des déterminants. — Afin d'a- 
bréger les écritures dans les démonstrations et de simplifier 
l'expression des formules, on représente souvent les déter- 
minants par le terme principal mis entre parenthèses, et on 
baisse au lecteur le soin de rétablir les autres termes. 

Ainsi les déterminants du 2}^'^% du 3'^"% ,.., du /i*^™* ordre 
pourront être désignés par les notations succinctes 

(a, 6î), («léjCa), ..., [ai b^ Ci ... In]' 

Celle notation a été suivie par M. Ballzer(') etM. Salmon(*). 
A cette notation on substitue fréquemment la suivante : 

A =: 2 rb /Il 62 C3 . . . Iny 

m 

qui est usitée en Mathématiques supérieures. 


§ IL — Transformation des déterminants. 

18. Théorème I. — Lorsque^ dans un déterminant, on 
change les lignes en colonnes, et vice versa, le déterminant 
ne change ni de valeur ni de signe. 


(') Baltzer, Théorie et application des déterminants, p. 26; 1861. 
(') Salmon, Leçons d'Algèbre supérieure, p. i; 1868. 
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Ainsi, si Ton a 

ai ^ Ci dx 

a-i bi Ci dt 

"H3 bi Ci rfs 

«4 ^4 «4 ^4 


A = 


et A'=: 


a, 




«3 


«4 

C4 
rf4 


A' sera identiquement égal à A. 

En efiet, considérons un terme quelconque du premier 
déterminant A, par exemple le terme 

T = — «s 61 C4 rfa ; 

pour trouver le terme T' dont les éléments occupent dans A' 
les cases que les éléments de T occupent dans A, il sufGt de 
remplacer dans T les lettres a, b, c eid par les lettres c, a, d 
et b, dont le rang dans Talphabet est marqué par les indices 
3, I, 4 6t 2, et de substituer aux indices 3, i, 4 et 2 de T les 
indices i, 2, 3 et 4 qui désignent le rang des lettres a, b, c 
et d dans Talphabet. On trouve ainsi que la valeur absolue 
de T' est Ci «2 rfs ^4 ou «2 64 Ci d^, en ramenant les lettres dans 
leur ordre alphabétique. Le produit Oi 64 c, d^ présentant trois 
inversions doit être affecté du signe —; on a donc 

T' = — «2 biCx di» 

Or il est évident que le terme T' est Tun des produits néga- 
tifs que Ton obtient par la permutation, dans le terme prin- 
cipal CibiC^dt, des indices i, 2, 3, 4 ^^^ toutes les manières 
possibles; donc le terme T' se trouve dans A avec le signe — . 
On prouverait de la même manière que chaque terme de A' 
se trouve avec son signe dans A. Puisque les deux détermi- 
nants A' et A sont de même ordre, on en conclut que A = A'. 

19. Dans l'emploi de la notation à indices superposés, les deux déter- 
minants A et A' afTecient les formes 


^ = 


a 
a 
a 
a 


a 
a 
a 
a 


a 
a 
a 
a 


a] 
a\ 
a\ 


A' = 




a 
a 
a 
a 


a 
a 
a 
a 


a 
a 
a 
a 
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Dans le déterminant A prenons un terme quelconque 

T = — al al al a], 

composé des éléments soulignés. Dans le déterminant A', je souligne les 
éléments qui occupent les mêmes cases et j'en forme le terme 

T=-ala\a\al. 

Ces deux termes sont négatifs, parce que la permutation des indices in- 
férieurs et celle des indices supérieurs y sont de parités différentes. 

Le terme T' est contenu dans le premier déterminant A, car il est 
formé de quatre éléments appartenant à des lignes différentes; d'ailleurs 
il porte le signe que lui donne la règle du n"* 17. 

20. En général, changer dans (VIII) du n"* 15 les lignes en colonnes 
et les colonnes en lignes, c*est permuter les indices supérieurs avec les 
indices inférieurs; par conséquent, les signes se maintiennent dans les 
nouveaux termes. 

D'ailleurs chaque terme du nouveau déterminant se trouvera dans 
l'ancien, puisque les deux séries d'indices de ce terme seront deux des 
permutations que Ton peut former avec les n premiers nombres entiers 

21. Théorème IL — Lorsque ^ dans un déterminant, on per- 
mute deux lignes ou deux colonnes, le déterminant conserve 
sa valeur absolue, mais» change de signe ( Laplàge, Histoire 
de l'Académie de Paris, t. Il, p. 297; Vandermonde, ihid,, 
p. 5i8). 

Considérons les trois équations linéaires (III) à trois incon- 
nues du n"" 12; le déterminant des premiers membres en est 

a, é, Ci 

(i) a-i 6, Ca 

as bz Ci 

Si nous permutons entre elles la première équation et la 
troisième, ce système prendra la disposition 

«3 ^ H- ia J -4- C3 z = A*3, 

«2 ar -4- 6j^ -f- Ca z = A'î, 
Oi X -\- bi jr -{- Cl z = kl, 

et admettra pour les inconnues les mêmes valeurs que dans le 
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précédent. Par conséquent, le déterminant 

flj *3 Ci 
(2) tti bu Ci 

«1 bi Cl 

de ce nouveau système, qui est du même degré que (i), a 
même valeur absolue que ce déterminant (i). Mais le terme 
principal a^ b^c^ de (i) est positif, tandis que le terme prin- 
cipal asfrsCt de (2), positif dans (2), présente trois inversions 
par rapport à a. 6203; il est donc négatif dans (i). Donc les 
deux déterminants (1) et (2] sont égaux et de signes con- 
traires. 

Démonstration générale. — Supposons que, dans le déterminant ^ 
(lY du n*" 13), on permute entre elles les deux colonnes où se trouvent 
les éléments e et h^ et désignons par ^' le déterminant qui en résulte. 

Soit 

un quelconque des termes du déterminant donné A ; si nous y permutons 
les deux indices a et p, nous obtiendrons aussi un terme T, du déter- 
minant A; mais, dans les deux termes T et T^ les permutations des in- 
dices sont de parités différentes ( n"" 4) ; donc ces deux termes sont affectés 
de signes contraires. On a par suite 

T, = 1^ A^pB^.C. 

Cela posé, dans A permutons entre elles les deux colonnes e et h; le 
terme T, deviendra 


ou, en ramenant les lettres dans leur ordre alphabétique. 

Or les deux termes T et T' sont visiblement égaux et de signes con- 
traires ; donc chaque terme T du déterminant A correspond à un terme 
égal et d'un signe contraire dans le déterminant A' ; donc les deux déter- 
minants A et A' sont égaux et de signes contraires, ou bien A = — A'. 

Nous avons vu au n** 18 qu'un déterminant ne change pas lorsqu'on 
y change les lignes en colonnes et vice versa; par conséquent, tout clé- 
terminant change aussi de signe, lorsqiCon y permute entre elles deux 
lignes quelconques. 
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22. Corolïaire I. — Lorsqu'on permute entre elles deux 
lignes, puis deux colonnes, le déterminant reprend son signe. 

En générales!, dans un déterminant, on faitp changements 
de deux lignes et q changements de deux colonnes, le déter- 
minant sera muliiplié par ( — i)^"^?. 

Il s'ensuit que, si l'on permute circulairement un certain 
nombre/? de lignes ou de colonnes, le déterminant change 
ou non de signe, suivant que le nombre des lignes ou co- 
lonnes permutées circulairemeni est pair ou impair. 

Car une permutation circulaire de p lignes équivaut kp — i 
changements de deux colonnes, et a, par conséquent, pour 
effet de multiplier le déterminant par (— i )''-'. 

En particulier, si l'on permute circulairement les n lignes 
d'un déterminant du n'*™" degré, celui-ci change ou non de 
signe, suivant que n est pair ou impair. 

23. Corollaire II. — Un déterminant ne change pas si l'on permute 
les colonnes et les lignes de telle sorte que les éléments de la diagonale 
restent les mêmes, quel que soit d'ailleurs l'ordre de ces éléments. 

En effet, supposons qu'on veuille que les éléments de la diagonale 
soient par ordre 

fl" a^ a''' a^ 

On amènera l'élément «JJ à la première place, au moyen de a — i per- 
mutations de deux lignes et de a — i permutations de deux colonnes; ce 
qui produira ^(a — i) changements de signe ou un nombre pair de chan-- 
gements de signe; par suite, le déterminant conserve son signe. On 
amènera de même l'élément a\ à la seconde place de la diagonale par 
un nombre pair de permutations de deux lignes et de deux colonnes, et 
ainsi des autres éléments ; donc le déterminant conserve sa valeur et son 
signe. 

23 bis. Corollaire ni. — On peut amener au sommet du déterminant 
un élément a^, en transportant au premier rang la ligne et la colonne 
qui se croisent à l'élément a\ et en multipliant le déterminant par 

* 24. Définition. — Éclianger les diagonales d'un déterminant, c'est 
disposer les lignes ou les colonnes de manière que la seconde diagonale 
(celle qui, en descendant, va de droite à gauche) prenne la place de la 
première, et vice versa. 


i6 


IIVBB I. — CHAPITRE I. 


Pour échanger les diagonales d'un déterminant, on peut permuter 
entre elles les lignes extrêmes, en même temps que toutes les lignes 
équidistantes des extrêmes. 

On peut encore échanger entre elles les colonnes extrêmes, en même 
temps que toutes les colonnes équidistantes des extrêmes. 

* 25. Théorème III. — LorsqvHon écJiange les diagonales d'un dé^ 
terminant de V ordre n, le déterminant conserve sa valeur absolue; mais 
il change ou non de signe, suivant que le plus grand nombre pair con- 
tenu dans son degré n est simplement ou doublement pair. 

Car, si 2/> est le plus grand nombre pair contenu dans /i, on aura 
opéré p permutations de deux lignes ou de deux colonnes ; le détermi- 
nant résultant sera par suite égal au déterminant donné multiplié par 
(—iY\ ce dernier aura donc été multiplié par — i ou -h i, suivant que/? 
est impair ou pair, c'est-à-dire suivant que 7,p est simplement ou dou- 
blement pair. 


Ainsi r 

on a 











a b 

c 


û'' 

b" 

& 


c 

b 

a 


d V 

c' 

— — 

a 

b' 

d 

= — 

d 

b' 

a' 


û" b" 

c" 


a 

b 

c 


c" 

b" 

a!' 


a. 


a„ 


a. 


a. 


a. 


a. 


c. 


b. 


d, 


b. 


a. 


a. 


a. 


a. 


26. Théorème IV. -- Lorsque, dans un déterminant, deux 
lignes ou deux colonnes deviennent identiques, le détermi-- 
nant se réduit à zéro. (Vandermondb, Histoire de l'Académie 
de Paris, t. II, p. 552; 1772.), 

En effet, si l'on permute entre elles deux lignes, par 
exemple, le déterminant A change de signe (21); mais, si 
les deux lignes sont identiques par leur permutation, la va- 
leur du déterminant A ne sera pas altérée; celle-ci restera 
donc la même en changeant de signe, ce qui exige qu'elle 
soit égale à zéro. 

Autrement, soit A le déterminant donné, et désignons par 
A' le nouveau déterminant que Ton obtient en permutant les 
deux lignes identiques; nous avons (21) 

A=:-A'; 
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mais, les deux lignes étant identiques, le déterminant ne change 
pas et Ton a 

ajoutant membre à membre, on trouve 

2A=z-A'H-A'=:0. 


Deuxième démonstration. — Considérons un terme T = =i= Ae^Bg^ C 
du déterminant A, qui contient Télément e^ de la ligne de rang a et l'élé- 
ment g^ de la ligne de rang p, où a est plus petit que p. Ce déterminant 
contiendra aussi le terme T, = zp A^^ B/fa^j ^^i sera de signe contraire 
au précédent (13). Or, si les deux lignes de rang a et de rang p de- 
viennent identiques, on aura a == p, ce qui transformera nos deux termes 
dans les suivants : 

T = ±A^.B^.C et T. = zf:A^.B^,C; 

par suite, il viendra T = — T,. Il s'ensuit que les termes de A seront 
deux à deux égaux et de signes contraires; donc on aura A = o. 
Ainsi Ton peut écrire 


«1 

*. 

«, 

rf. 

«» 

*, 

<^. 

d. 

«1 

*. 

«^1 

d, 

«4 

*. 

<^4 

d, 


= o. 


27. Théorème V. — Lorsqu*on multiplie ou que Von divise 
tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne par le même 
facteur, le déterminant est multiplié ou divisé par ce facteur. 

En effet, dans le déterminant donné, chaque terme contient 
toujours un élément d'une ligne ou d'une colonne et n'en 
contient qu'un seul (6); tous les termes sont ainsi multi- 
pliés ou divisés par ce facteur et ne le sont chacun qu'une 
fois; par suite, le déterminant est multiplié ou divisé par ce 
même facteur. 


Donc on a 









ai 

mbi 

Ci 


ai 

b, 

Cl 


a, 

mbi 

c. 

m 

at 

b. 

Ct 


«3 

mbi 

c. 


«3 

*3 

Ci 


1 


r 


i8 
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et 






a. 

é, : n c, 

« 

«1 *l 

c, 


«2 

6, ! /l Ct 

I 
71 

«J *2 

<?» 


«3 

b^\n C3 


«• *8 

c« 


28. Corollaire I. — Lorsque les éléments d'une ligne ou 
d'une colonne sont divisibles par un même facteur, on peut 
supprimer ce facteur commun dans cette ligne ou cette co^ 
lonne et l'écrire en coefficient hors barres. 

Ainsi Ton peut écrire 


tti bi Cl 

flj bi c\ 
«3 bi c\ 


= Ct 


as bi 1 
ai 62 Cl 
ai 63 c\ 


29. Simplification de certains déterminants. — La pro- 
priété que nous venons d'établir permet de donner à certains 
déterminants une forme plus avantageuse. 

Ainsi, dans le déterminant 

bc a a^ 
ca b 6' 
ab c c^ 

multiplions les trois lignes respectivement par a, b, c; le dé- 
terminant sera multiplié par le produit a.b.c^abc, et il 
viendra . 


abcA = 


divisant actuellement la première coloiine par abcy on divise 
le déterminant abc A par abc, et Ton obtient 


abc 

a' 

a^ 

abc 

b' 

6> 

abc 

c' 

c" 


A ou 


bc 

a 

a' 


ca 

b 

b' 

— 

ab 

c 

c» 



I û' a' 
I b^ b^ 
I c' c» 
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On verrait de même que 


'9 


bcd 

a 

a" 

a? 


i a' 

a' a* 

cda 

b 

b' 

b' 


1 6» 

b' ** 

dab 

c 

d" 

c» 


I c" 

c» c* 

abc 

d 

rf» 

d* 


i d' 

d' d* 


30. Corollaire II. — Lorsque les éléments de deux lignes ou 
de deux colonnes ne diffèrent que par un facteur constant , le 
déterminant est nul» 

Car, d'après les n^* 28 el 26, on a 


Ui 

mux 

Ci 


Ui 

mUi 

Ci 

— m 

«3 

muz 

Ci 



Il s'ensuit que 


I 
a, 


a a* 


a^ a? a* 


a 


= « 


I 

ot^ 


a 

^n+i 

= a" 

<x} 

^n+i 



«1 

Ci 

Ct 


«2 

a. 

Ci 

mXo 0. 

«s 

«3 

Ci 


I 

I 

a' 


a 

a 

a' 

a Xo o, 

a' 

a» 

a* 


a 

I 

I 


b 

a 

u 

a" X o o. 

c 

a' 

oi} 



b 

c 

Si. Corollaire III. — Lorsque l'on change le signe de tous 
les éléments d'une ligne ou d'une colonne, le déterminant 
change de signe. 

Car cela revient à multiplier le déterminant par — i (27). 
Ainsi il vient 


4s 


2 


4 

-7 


5 

8 


6 

9 



' 4 

2 5 

3 6 


-7 
— 8 


I 

2 

3 


4 

5 
6 


7 
8 


Dans le premier déterminant on a changé les signes des 
éléments de la seconde ligne, et dans le second les signes 
des éléments de la troisième colonne. 


3. 
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32. Remarque. — Lorsqu'un déterminant est égal à zéro, 
on peut donc multiplier ou diviser les lignes et les colonnes 
par des quantités constantes, positives ou négatives, sans alté- 
rer l'équation que l'on obtient en égalant à zéro le détermi^ 
nant donné* 

33. Au n^ 29, nous avons transformé un déterminant en un 
autre équivalent de même ordre, dans lequel les éléments 
de la première colonne sont égaux à l'unité. Cette transfor- 
mation est toujours possible. En général : 

Théorème V- — Tout déterminant est égal, à un facteur 
près, à un déterminant de même ordre^ dans lequel les élé- 
ments d*une ligne ou d'une colonne quelconque sont égaux 
à l'unité. 

Considérons le déterminant 


a 


a' 


a 


tf 


b 
b' 

h" 


." 


et supposons qu'il s'agisse d'y transformer la première ligne. 
Multiplions chaque colonne par le produit des éléments de 
la première ligne qui appartiennent aux autres colonnes; en 
d'autres termes, multiplions les trois colonnes par les pro- 
duits respectifs bc, ca et ab; le déterminant sera multiplié 
par le produit bc.ca.ab = a^b^c^ (27); il vient par suite 



abc 

bca 

cab 

a'b'c'A — 

a'bc 

b'ca 

c'ab 


a"bc 

b"ca 

c"ab 


divisons maintenant la première ligne par le facteur commun 

abc; le déterminant sera divisé par abc (28), de sorte que 

Ton a 

Il I 

a' bc b' ca c' ab 

a"bc b"ca &'ab 


abc A == 
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donc on trouve que 
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a 


a' 


a 


tf 


b 

b' 

b" 


Ji 


abc 


III 

a! bc b' ca c' ab 
a"bc b"ca c^ab 


34. Remarque I. — Il est aisé de voir que, si le déterminant est du 
„\èm degré, le diviseur du nouveau déterminant sera tf*-*^- V-* . . . /*•-'. 

35. Remarque II. — Si les éléments de la ligne ou de la 
colonne à transformer avaient des facteurs communs, on 
prendrait pour élément commun le plus petit commun mul- 
tiple des éléments de cette ligne ou de cette colonne. 

Ainsi Ton aurait 


4 3 

6 

I 


12 

12 

=»' 7 

5 

8 

3 
5 

I 

6 
i8 

28 

6 I 

3.4*2. 12 

4 

8 5 

7 

2 


4 

20 


12 12 

10 36 

16 60 

/4 24 


T 


III 

I 

6 28 10 

36 

18 4 16 

60 

24 20/4 

24 


Le plus petit commun multiple des éléments delà première 
ligne étant 12, on a multiplié les quatre colonnes par 3, 4» ^ 
et 12. 

Le dernier déterminant peut encore être simplifié : il suffit 

d'y diviser les trois dernières lignes chacune par 2 et de mul- 

tiplier hors barres par le produit 2.2.2 = 2'; on trouve qu'il 

se réduit à 

III 

14 5 18 

^ 8 5» 

2 


1 
3 


I 
3 

9 
12 


10 »S I 


36. Le théorème précédent et la remarque H ont une 
grande importance; on en fait presque toujours usage dans 
l'évaluation des déterminants tant numériques qu'algébriques. 
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§ III. — Les déterminants mineurs. 

37. Définition I. — On appelle déterminant mineur d'un 
déterminant donné celui que forment les éléments con- 
servésy lorsqu'on supprime, dans ce déterminant donné, un 
certain nombre de lignes et le même nombre de colonnes. 

38. Définition II. — Les déterminants mineurs, que l'on 
obtient par la suppression d'une ligne et d'une colonne, sont 
dits du premier ordre; ceux que donne l'omission de deux 
lignes et de deux colonnes sont appelés du second ordre; 
et ainsi de suite. 

39. Un déterminant du n^^^ degré a n^ déterminants mineurs du 

n^ln — iY 
premier ordre; — ^^ — - — ^ déterminants mineurs du deuxième ordre, etc. 

1.4 

40. Notation. — Nous désignerons par A,, le déterminant 
mineur du premier ordre qui est relatif à l'élément «,-, c'est- 
à-dire le déterminant mineur que l'on obtient en supprimant, 
dans le déterminant A, la ligne de rang i et la colonne qui 
contient les éléments représentés par la lettre e. 

41. Propriété essentielle des déterminants, — Chaque 
terme d'un déterminant contient toujours un élément d'une 
ligne et d'une colonne et n'en contient qu'un seul (6). Par 
conséquent : 

Le déterminant A est une fonction linéaire et homogène 
des éléments d'une même ligne et d'une même colonne. 

42. Développement d'un déterminant suivant les éléments 
de la première colonne. — Considérons le déterminant du 
quatrième ordre 


A(*)=: 


«1 

b, 

c, 

d. 

fla 

b. 

C*2 

di 

«3 

*3 

Cz 

d. 

a, 

*4 

c, 

d. 


et proposons-nous de le développer suivant les éléments a,, 
aiy Ui et Ui de la première colonne. 
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Dans ce déterminant^ un certain nombre de termes con- 
tiennent l'élément ai et ne le contiennent qu'une fois (41); 
soit P| l'ensemble de ces termes et dans le polynôme Pi met- 
tons le facteur commun ai en évidence. SI nous appelons Ai 
le quotient de Pi par ai, nous aurons P. = Ai Ut et le quotient 
Al ne contiendra aucun des autres éléments a,, a^y at de la 
première colonne. 

Si nous représentons de même par Ai, As et A4 les coef- 
ficients des trois autres éléments Oi, ai et a^ de la première 
colonne, nous aurons 

A^*> = Aifli -h Aaaa -h Asas-J- A4 «4. 


Il s'agit de déterminer les expressions des coefficients Ai, 
A2, A, et.A4. Or je dis que le coefficient A, est précisément 
le déterminant mineur 


A..= 


62 6*2 di 

63 Ci di 

64 Cl di 


que l'on obtient en supprimant dans le déterminant A^^^ la 
ligne Al, bi, Ci, dt et la colonne Ai, a,, ^3, ^4 qui contiennent 
l'élément «i. 

En effet, tout terme du déterminant Aa,, étant multiplié 
par ai, fournira un produit qui se trouvera dans le détermi- 
nant A(*J ; de plus, ce produit s'y trouvera avec le signe qu'il 
a dans le déterminant A('^, puisque, en plaçant l'élément a, 
devant ce terme de A^^, on n'y introduit aucune inversion. 

Nous avons donc A, = A«^. 

Nous obtiendrons la valeur du coefficient A2 de l'élément 
au en amenant cet élément a^ à la première place par la per- 
mutation des deux premières lignes. Cette permutation donne 


A(*)=: 


a. 

b. 

c, 

d. 

a, 

b, 

c, 

d, 

a. 

b. 

Cj 

d. 

«4 

i. 

C4 

d. 
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et ici le coefficient de ch dans le second membre sera 

6i Cl dx 

Aa,= bi Ci di 

bi C4 di 
on a donc 

Aj ^=:^ — ^a.* 

On verrait de même que 

A3 — -f-Aa, et A4==— A«,; 
donc nous avons 

A(''^ =: rt, Afl, — «j Aa, -4- «3 Au, -— «4 A,^. 
L'inspection de ce développement nous fait voir que : 

Théorème I. — Le coefficient d'un élément quelconque de 
la première colonne est égal au déterminant mineur que l'on 
obtient en supprimant dans le déterminant donné la ligne 
et la colonne qui contiennent cet élément. Le déterminant 
mineur devra être affecté du signe + ou du signe — , suivant 
que r élément est de rang impair ou de rang pair. 

Démonstration générale de ce théorème. — Supposons que le dé> 
terminant A (IV) du n** 13 soit développé. 

Nous pouvons grouper ensemble les termes qui contiennent l'élément 
à^ de la première colonne et y mettre cet élément en facteur commun : 
nous pouvons de môme mettre en évidence l'élément a^ dans l'ensemble 
des termes qui le contiennent; puis en faire autant pour les autres élé- 
ments de la première colonne. 

Si nous désignons par A,, A,, A3, • • ., A„ les coefficients respectifs de 
ces éléments a^, «„ a^^ . . ., âr„, ces coefficients ne contiendront aucun 
des éléments de la première colonne, et nous aurons 

(1) A = A, tf, H- A, «2 -t- A3 fl'j -+- . . . H- A„ a„. 

Puisque A = 2 ± û, ^^ Cj . . . /„, il est évident que cette formule don- 
nera la partie A, a^ du second membre précédent, si Ton suppose que 
l'élément a^ reste invariable dans le terme principal a^b^c^., . /„ et que 
Ton n'y fasse porter les permutations que sur les indices 2, 3, . . . , /i des 
autres lettres b^ c^ ...,/: car aucun des produits résultants ne con- 
tiendra aucun des éléments a^, a^, . . ., a„. On a dans ce cas 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES DÉTERMINANTS. 


25 


d'où Ton tire 


A. = 2±^,C3.../„ 


Cj c« ■ t • •• 
C?3 Tg ... «3 


^« ^« • • • C 

n n n 


OU bien 


A.=A,. 


Dans le déterminant A permutons entre elles les deux premières lignes, 
ce qui revient à permuter entre eux les deux indices i et 2 : le déter- 
minant A change de signe, et notre formule devient 


(^) 


A = -2±âf,^,C3 .../„; 


celle-ci donnera la partie A, a^i ^^ ^*^^ Y suppose a, constant et que Ton 
ne fasse porter les permutations que sur les indices i, 3, ..., n des 
lettres b,c^ . . . , /. On trouve ainsi que 


d'où l'on tire 


Ajflr, =— <7,2d=6,(73 ... /„; 


b c l 


A,= 


C?3 r3 ... «3 


^« ''n ••• ^» 




Dans la formule (2), transposons les indices 2 et 3; le second nombre 
change de signe et la formule devient 

celle-ci donnera la partie A3 «3 de (i), si Ton suppose que Pélément a^ 
reste invariable et que Ton ne fasse porter les permutations que sur les 
indices i , 2, 4? ^ ", n des autres lettres 6, c, £f, ...,/. On a donc 


d'où Ton tire 


A3 «3 = «3 2 =i= ^1 Cj fif^ • . . C; 


I "^i 


K f^2 ^2 

b, c^ d^ 


l 


L 


b. c„ d„ ... /„ 


n n 


= A 


«8 
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En continuant dj la sorte, on trouve en général que 


A, = (-ir=fî 


*, 


/. 



^+i~ 
O 


... /. 


r-(-i)'-'A 


«»' 


Substituons les valeurs de tous ces coefficients dans Tégalité (i), nous 
obtenons pour le déterminant A Texpression 

&3. Corollaire. — Puisque, dans un déterminant, on peut 
changer les lignes en colonnes et vice versa, il s'ensuit que 
le coefficient d'un élément de la première ligne se détermine 
de la même manière que le coefficient d*un élément de la 
première colonne. Ainsi Ton a 

A(*^ = a, Aa, — h, Aa, -h Ct Ac. — rfi A^,. 

hk. Calcul du coefficient d'un élément quelconque du dé- 
terminant. — Proposons-nous de calculer le coefficient Ds de 
rélémenl c?3 qui, dans le déterminant du quatrième ordre (42), 
se trouve à Tiniersection de la troisième ligne et de la qua- 
trième colonne. 

Nous pouvons amener la troisième ligne au premier rang, 
en la faisant permuter d'abord avec la seconde ligne, puis 
avec la première; nous effectuons ainsi 2 ou 3 — i permuta- 
lions de deux lignes consécutives, et produisons par suite 
3 — I changements de signe dans le déterminant A(*) (4-2). De 
même, dans le nouveau déterminant A'(*^ nous amènerons 
la quatrième colonne au premier rang par 4 — ' permutations 
de deux colonnes consécutives, ce qui produira aussi 4 — 1 
changements de signe dans A'^^^ 

L'élément d^ se trouve donc amené à la première place par 
(3 — 1) -f- (4— -1) ou 3 + 4 — 2 ou, ce qui revient au même, 
par 3 + 4 changements de signe; donc le coefficient D, de rf» 
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est égal au déterminant mineur qui lui correspond, multiplié 
par (— 1)»+<; il est égal à — Al/*^ 
Nous en concluons en général que : 

Théorème IL — Le coefficient de l'élément qui occupe la 
ce'"*' place dans la (3**"' colonne est égal au produit de (— i)"*"^ 
par le déterminant mineur que Von obtient en supprimant la 
ligne de rang a et la colonne de rang p. 

■ 

45. Démonstration directe de ce théorème. — Soit en effet e^ ]['é- 
lément qui se trouve à l'intersection de la ligne de rang a et de la colonne 
de rang 6. 

On amènera la a**"* ligne au premier rang, en la permutant d'abord avec 
la ligne qui la précède immédiatement, puis avec la ligne qui la précède 
encore d'un rang, . . . , enfin avec la première ligne; on aura ainsi effectué 
a — I permutations de deux lignes consécutives, ce qui aura produit 
a -- 1 changements de signe dans le déterminant À, de sorte que ce dé- 
terminant A est égal au nouveau déterminant b! multiplié par {— i)""', 
c'est-à-dire que 

A= (-i)-'A'= (-1)-' |;«.A,^_i,A.^+cA.-...+ (-ir''Aj. 

Dans le déterminant A' nous pouvons aussi amener la p**°' colonne au 
premier rang par p — i permutations de deux colonnes consécutives, ce 
qui produit encore p — i changements de signe. Le déterminant A" qui 
en résulte sera par suite égal au déterminant A' multiplié par (— 1)^~*. 

Dans le déterminant A" l'élément e^ occupe la première place. 

Mais, puisque A = (— i)*-'A' et A' = (- 1)?"' A", il vient 

A = (~ !)«-• (- i)P-' A" = (- i)*-»-P-' A", 

ou 

A = (-I)«+^A^ 

Donc le coefficient de e^ est égal à 

&6. Règle pratique pour déterminer le signe du coefficient 
d'un élément. — On peut se dispenser de calculer le signe 
de la puissance (■— 1)*"^^ en procédant de la manière sui- 
vante : s 

Partant du premier élément principal A^^^ du n° 42, on che- 
mine sur la première ligne jusqu'à la colonne de di^ et, en 
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commençant par le signe +, on change le signe en passant 
de chaque colonne à la suivante. On dira ainsi + sur ai, 
— sur 6i, -h sur c,, — sur dt; puis, parlant de ce dernier 
signe, on descend vers di, en changeant le signe au passage 
de chaque ligne à la suivante, en disant + sur d^, — sur d^. 
Le coefficient de rf, devra donc être pris avec le signe — . 

On serait arrivé au même résultat en descendant d'abord 
sur la première colonne jusqu'à la ligne qui contient d^, puis 
en cheminant sur cette ligne jusqu'à l'élément d^. 

47. Théorème III. — Lorsqu'on multiplie les éléments d'une 
ligne ou d'une colonne par les déterminants mineurs, pris 
alternativement avec le signe -H et le signe —, qui sont re- 
latifs aux éléments correspondants d'une autre ligne ou co- 
lonne, la somme algébrique des produits obtenus est égale à 
zéro. 

En effet, supposons que, dans le déterminant du quatrième 
ordre A(^^ du n® VI, nous remplacions la quatrième colonne 
des d par la deuxième des b, le nouveau déterminant aura 
deux colonnes identiques et sera égal à zéro (26). 

Or, si Ton ordonne A(^> par rapport aux éléments de la qua- 
trième colonne, on aura 

A(^) = — rf, D, + rfj D, — rfa D3 -h (/* D4, 

et, comme la substitution des b aux d change ce développe- 
ment en 


on voit que 


ou 


bx D| — fta D2 -f- ^3 Da — 64 D4 = o 


6. 


02 ^2 C] 


a, 6, c, 


a\ bx Cx 


0, bx Cx 

^3 (3 C3 

|à- 

a^ 63 C3 

-f-63 

03 ^2 Ct 

-64 

02 62 C2 

«4 64 C4 

04 64 C4 


04 &4 ^4 


03 63 Ca 


= o. 


Cette identité est immédiatement évidente pour le déter- 
minant du troisième ordre (V) du n^ 13; car, si nous y mul- 
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tiplions les éléments de la première colonne par les détermi- 
nants mineurs relatifs aux éléments de la troisième colonne, 
^ris allernativemeni avec le signe -i- et avec le signe —, nous 
obtenons l'expression 


a, 


«2 

63 

• 

— «2 

a, 

6. 

+ a. 

a, 

b, 

«3 

63 


«3 

b> 


«j 

b. 


= a, (0263— -«362) — aj(ai 63 — «36,) -+-«3 («i^j — «aftt), 

qui s'annule d'elle-même. 

Nous trouverons une application de ce théorème dans la 
résolution des systèmes d'équations linéaires à plusieurs in- 
connues (121). 

48. En général, considérons le déterminant du /!**"• ordre A du n** 1, 
et développons-le suivant les éléments de la ligne de rang a; nous 
avons (45) 

A = (-i)-KA,^-A.A,^-^c.A,^-^...-+-(-i)-/.Aj. 

Dans ce développement, remplaçons les éléments en évidence ur^, b^y 
^ai • • • î ^« ^® ^^ ^^^^ ^^ rang a par les éléments correspondants a^y b^^ 
c^, . . ., /p de la ligne de rang P; les deux lignes de rangs a et ^ devien- 
dront identiques dans A ; par suite, ce déterminant s'annulera ; donc la 
valeur 


que prendra son développement devra aussi se réduire à zéro. 

§ IV. — Développement des déterminants. 

49. Définition. — Développer un déterminant, c'est former 
la suite des termes composant le polynôme qui est égal au 
déterminant. 

50. Méthode pour développer les déterminants. — Pour 
développer un déterminant, le moyen le plus simple qui se 
présente à l'esprit consiste à ordonner ce déterminant par 
rapport aux éléments de la première colonne (42). 

Les coefficients de ces éléments sont eux-mêmes des dé- 
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terminants; on peut aussi les ordonner chacun par rapport 
aux éléments de leurs premières colonnes. 

En continuant de la sorte, on unira par arriver à des coef- 
ficients qui sont des déterminants du second ordre. Ces dé- 
terminants, étant des binômes, se développent immédiate- 
ment. 

Il sufûra ensuite d'effectuer les multiplications indiquées, 
pour avoir le déterminant développé en polynôme. 

Ainsi l'on a (42) 

ai bi Ci 

Oi bi Ci 
Oi 63 Cs 

= «1(62^3 — 63 Cl) — a^ibid — 63 Cl) +«3(6,02 — 62 c,) 
zzza^bi C3 — «1 63 C2 — ciibi 03+^2 63 Cl 4- 4X3 6| C2 — «3 62C1. 

En appliquant la même règle au déterminant du quatrième 
degré du n** 42, on trouve qu'il peut s'écrire 



b. 

Ci 


b^ 

Ci 


6. 

c, 

_a, 

b. 


— a» 

w 


-hÛ3 

« 



Cz 


b. 

Ci 


b. 

c. 


a, Aa — «j Aa + a» Aa — 04 A« , 


où 


A.,= 


A«.= 


A..= 


h 

c. 

d. 

b. 

c. 

d> 

b, 

c« 

d, 

b, 

Cl 

d, 

b. 

c. 

d. 

b. 

c* 

d, 

6. 

c, 

d> 

h 

Cl 

d. 

b, 

c. 

d. 

b, 

c, 

rf. 

b. 

Cl 

d. 

b. 

c, 

d. 


H 


b^Cid^-^biCid^'^' b^Cidi 

— biC^ dt—bid flf, — b^Ctdi, 

bid di -4- A3 C4 rf, -f- 64 Cl rfs 

— biCidi— b^Cidt — - biCsdi, 

bt Ci rf* H- bi Ci dx H- 64 c» dt 

— bi Ci di — bi Cl di — ■ 64 C2 rfi, 

61 Cj rfa H- 6,03 rf, -h 63 Cl ^2 

— 6, C3 dt — 62 cl rfs — 63 C2 di. 
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Nous voyons ainsi que le déterminant 


3i 



a» 6| C| di 

• 


Oi bi Ci rfa 



Oi bi Ci rfs 



«4 64 C4 rf4 


ai 6a Ci dt — ai bi C^ rfs -^ ûi !>% c^ dt — «i 6, Ca rf* + Ûi 64 Ca rfs 

fli 64 Cj rfa — «2 61 C3 ^4 -*- ^2 6| C4 rfj ~ ûa 63 C4 rfi -4- «a 63 Ci ^4 

ûfi 64 Cl rfg ^- ûfa 64 Ca rfi -+- «s 61 Ca rf* — - ûfj 6» C4 rfj + tts 62 C4 rf, 

ûs 61 Cl ^4 H- «3 64 Ci rfa ûj 64 Ca rfi ^4 ^i C, rfj + û, 6» C3 ^4 

Ci bi Ci rf, -4- «4 6a Ci 

rfa — ^4 63 C| rfa + di bi C2 rfi . 


51. Comme exercice, nous appliquerons la méthode pré- 
cédente aux exemples ci-dessous : 


I. 


12-3 

a 3 4 
3 4* 5 


I 

3 4 

4 5 

— 2 

2 3 

4 5 

-h3 

2 3 

3 4 


i(i5 — 16) — 2(10 — 12) + 3(8 — 9) 

— 1+4-^3;= O. 


II. 


4 
3 

8 


9 2 

5 7 
I 6 


—4 

5 7 

3 

9 2 

+ 8 

9 2 

■ 

I 6 


I 6 


5 7 


=4.23 — 3.524-8.53=92 — 1564-424 = 360. 


m. 


I X y 


I ^ y 


I X* /' 

• 


x" f 


X 


X 


tt 


r 

r 


'/ 


X Y 


= x^y — y x" -\- x^y — y'x -f- xf — yx\ 


IV. 


a — b 


a I 
6 -c 


c 
I 


I c 
c I 


a 


a — 6 
c I 


a -6 
I c 


I -+- c'-f- a(a— 6c) + 6(ac-f- 6) 
I 4- a' ^- 6» H- c». 
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V. 


a b" b' 
b" a' b 
V b a!' 


^ acd a" -f- 2 66' 6" - a6' - a! 6'» — a" b''\ 


VI. 


I 
a 
b 
c 


a 
I 

c' 
6' 


c 
I 


c 
6' 
a' 
1 


= 1 4- a» 4- 6^ -4- c» -4- (aa'-+- 66' 4- ce')». 


W V 


VIL 




0) 


— M — V 


V 
^ — V (ù 

V fx' -X' 

où &)0 = lïf H- fx/x' -f- yv\ 


Cl) 


v'4-X'^4-fx'»4-v''4-Ô')wS 


VIII. 


a 
b 
c 
d 


b 

— û 
d 
c 


c 

d 

a 
b 


d 

c 

b 

— a 


/ aij^b^-^-c^-^d* — Sabcd 

= < — 2o'6^— 2a*c^'— la^d^ 

( — 26'c»- 


IX. 


i a b c 


I a' 


V c 


I a" b" c" 

I a'^ 6'" d* 


— zb^d'—^c^d'. 

a^V'c '--a'c"b 
n'h^d'-^a^c^b'" 

a'^bc" -^oTcb" 


X. 


t c & c" 

c a 6" 6' 

d 6" a' 6 

c" 6' 6 af' 


aVd' —adb'' 
-ha''bd —af'cV 
-^a"V"d—ard"V 
■^a!'b'"c — a!'d"b 

+ ab" d" — ad' b"* + oT bd — (fcV 
-^aVd" -adb'" ^dVc —a'd'b. 

aa! a" -f- a 66' 6" — ab' ^a'V'-- a!' b'" 
4- c»(6»— «'a") 4- c'^(6'»— d'à) 
4- c''*( 6'^»— a«') 4- 2c'c"(«6~- 6' 6") 
4-2c"(?(a'6'— 6''6)4.2cc'(a''6"-66'). 


52. Règle de Sarrus pour développer les déterminants du 
troisième degré. — Le savant et modeste professeur de la 


Ci 
Ci 
Ci 
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Faculté de Strasbourg a imaginé un moyen pratique d'écrire 
immédiatement le développement des déterminants du troi- 
sième ordre. Son procédé, fort simple, se trouve exposé dans 
les Éléments d'Algèbre de Finck, 2« édition, 1846, n°52, p.gS. 
Nous le ferons comprendre, en l'appliquant au déterminant 

a, 6, 

A} 62 
«3 63 

Sous les trois lignes de ce déterminant, on répète d'abord 
la première, puis la seconde ligne; on obtient ainsi le tableau 
suivant : 

fli 61 Ci 

\ X 

«î il Ci 

X X 

ai bi ^s 

tti bi Ci 

ai bi Ct 

On forme ensuite les six produits des éléments disposés trois 
par trois en diagonale, en prenant avec leurs signes les trois 
produits dont les diagonales vont, en descendant, de gauche 
à droite, et avec un signe contraire les trois produits dont les 
diagonales vont, en descendant, de droite à gauche. On trouve 
ainsi le polynôme 

fli bj Ci + «2 hi Ci -h a^biCt — Ci b^ a^ — Cj fts «i — c, 61 «a, 

qui n'est autre que le développement 

aibiCz — «i 63 Ci -4- tti 63 Cl — «a 61 Ca 4- «3 fci Cj — «3 6a Ci 

du déterminant proposé. 
53. Par ce moyen, on verra que 
III 

Py' 4- a(3* -t- ya'— (3a» — y(3»— ccy^ 


oc 


OL' 


(3 y 


DosTOR. — Déterm, 


= («-(3){li-y)(y-«). • 
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5ii|^. L'application de la même règle donne encore 


= 2, 


— I 


I — I 


1 -— I 


rz=2S 




O 

a a 




a 

a 

2Û», 

a 

a o 


O 

a h 


a 

I cosc 


h 

COSC I 


I 

I 
1 

X' y' 
x^' f 


-( 

x'f 


— « a a 
a — a a 
a a — a 


= 2^aS 


= ~ («*-+- &'— 2û6cosc), 


= [x'y^' — fx") 4- [x"y — fx] -4- [xy — yx'). 


SS. Décomposition d'un déterminant du n^^"^^ ordre en une 
somme de produits, formés chacun d'un déterminant du 
^ième ordre et d'un, déterminant du (/i — /?)»*'^« ordre. — Au 
lieu de développer un déterminant suivant les éléments 
d'une ligne ou d'une colonne, on peut, d'après Laplace ('), 
le développer suivant les déterminants mineurs compris 
dans p lignes ou p colonnes quelconques. 

Pour fixer les idées par un exemple, considérons le déter- 
minant du quatrième ordre 


A = 


tti hx Cl dx 
tti bi C2 di 


«3 f>3 
«4 A4 


d, 
d, 


et proposons-nous de le développer.'snaivant les déterminants 
mineurs compris dans les deux premières colonnes. 

On prendra chacun des déterminants formés par deux lignes 
quelconques de ces deux colonnes, et on le multipliera par 


(*) Laplace, tilstoire de V Académie de Paris, t. II, p. 294. 
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le déterminant que forment les autres lignes et colonnes. On 
donnera à chaque produit le signe H- ou le signe —y suivant 
que les éléments de chacun des facteurs sont séparés par un 
nombre pair ou un nombre impair de lignes. 
Ainsi l'on a 


^ = 


a, b{ 
a% bi 

• 

Ci di 
Ca di 

— 

«1 bx 
«8 bi 

• 

Ci di 
Cé di 


«4 *4 

• 

Ci di 
Ci di 

(h bi 

«8 ^8 

• 

Ci dt 
Ci d. 

— 

tti bi 
a, 64 

• 

Ci rf, 
c?8 di 

1/ 

«8 bi 

«4 ^4 

• 

Ci di 
Ci di 


ce qu'il est aisé de vérifier. 


3. 
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CHAPITRE II. 

COMBINAISON ET PROPRIÉTÉS DES DÉTERMINANTS 
SATISFAISANT A CERTAINES CONDITIONS. 


§ I. Addition et soustraction des déterminants. — § II. Propriétés des déter- 
minants ayant un ou plusieurs éléments égaux à zéro. — § III. Calcul abrégé 
des déterminants numériques et algébriques. 


§ I. — Addition et soustraction des DÉTERiaNANTS. 

56. Théorème I. — Dans un déterminant^ lorsque les élé- 
ments d'une ligne ou d'une colonne sont chacun la somme 
de deux éléments, le déterminant peut se décomposer en une 
somme de deux déterminants. 


En effet, le déterminant 


A = 


«, H- (Xi bt Cl 
a^ •+- «2 6a Ci 

«3 H- CCi 6a Ci 


étant ordonné suivant les éléments de la première colonne, 
peut s'écrire (42) 

A = (a, H- a,) (62 C3) — («2 4- a») (61C5) -f- [a^-h a^) (6^,c,); 

or le second membre peut se décomposer dans les deux 

parties 

«1(62^3) — «2(6103) -t- «3(6,0,) 

et 

ai(6aC3) — «2(6,03) 4- «3(6,02), 
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qui sont respectivement égales aux deux déterminants 


3, 


ai 

6. 

Cl 


«î 

b. 

Ci 

et 

Ch 

b. 

Cs 



«1 bi Cl 
oci bi Ci 
«3 bi Ci . 


donc on a 


^=: 


«1 -f- ai 6| Cl 

^2 -h «a ftj Ci 

Û3 -+- «s 6a C3 


ai 

bi 

Cl 


ai 

bi 

Ci 

4- 

«3 

b. 

Cz 



OLi bi Cl 

aCi bi d 

OLi bi Ci 


La décomposition se ferait d'une manière analogue, si les 
éléments de toute autre colonne que la première, ou si ceux 
d'une ligne quelconque étaient chacun la somme de deux 
éléments. 

Si les éléments d'une ligne ou d'une colonne étaient chacun 
la différence de deux éléments, le déterminant pourrait se 
décomposer en une différence de deux déterminants. 

57. On verrait de même que 


ai 
ai 


«a 


a 


a. 


bx Cl 
bi Ci 


ai bi 
ai bi 

«3 ^3 


C3 


Cl 
Ci 
Cz 


a, 

OCi 
«s 


bi 
bi 
63 


Cl 
Ci 
Ci 


a 


a. 


(Z. 


bi Cl 

bi Ci 

63 c, 


et que 


ai -ha, 

«2-+- «2 

Aj-has 


bi 
bi 
b. 


Pi Cl 
(32 Ci 
Pi c, 


ai 
ai 

«3 


bi 
bi 
63 

p. 

P^ 

Ps 


Cl 
Ci 
Ci 
Cl 
Ci 
Ci 


a, 

«2 
«3 
«1 

CCi 
«3 


bi 
bi 
bi 

P^ 
P^ 

Pb 


Ci 
Ci 
Cl 
Ci 
Ci 


58. Théorème IL — Réciproquement , lorsque deux déter- 
minants ne diffèrent que par une ligne ou par une colonne. 
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ces deux déterminants peuvent se composer en un seul déier- 
minant* 


Considérons les deux déterminants 


A=: 


ai 6| Cl 

^3 62 Ci 

a^ t/3 C3 


A'= 


«I pi yi 

tti D2 C2 

Oi bi Ci 


qui ne diffèrent que par leurs premières lignes; on peut les 
ordonner suivant les éléments de ces premières lignes (4>2) 
et les écrire 

ÙJ = ai(b2Ci) — (3c(a2C3) H- 71(^2 63). 

Ajoutant ces deux expressions dans le sens vertical, on obtient 

A-hA'=: (a, -f-a,)"(62C3) — (6i-f-(3,) (a^Ca) + (c, -f- y,) (0,63), 


ou le déterminant 


A-f-A' = 


ai H- a, 6, -f- p, Ci H- y, 
ai bi Ci 

«3 ^3 Cs 


ce dernier est donc égal à la somme des deux déterminants 
proposés. 
La différence des deux déterminants donnés A et A' serait 

de même 

«1 — ai bi— Pi Ci — y, 

a^ bi Cl 


A-A' = 


'2 
^3 


'3 

Ci 


On reconnaît, à l'aide de ce principe, que les deux déter- 
minants 


A = 


a 

a 

b 




a 

b 



a' 

b' 

, A'- 

a' 

a' 

b' 



af' 

b" 


a" 

a" 

b" 


sont égaux et de signes contraires; car on a, en ajoutant les 
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premières colonnes. 


A-4- A' = 


a a b 
a' a' 6' 
a" a" b'' 


= o, 


d'où Ton lire A :== — A'. 

De même les deux déterminants 


A=:= 


«i 

«i 

6. 

Cl 

a'2 

a. 

ft3 

Ct 

o 

«3 

63 

Cz 

o 

«4 

^4 

Ca 


A'z= 


a, 

«4 


6. 

63 
64 


Ci 
Ci 


o 
o 

«3 

«4 


sont égaux et de même signe; car, puisque 


A'=:- 


o 
o 

«3 
«4 


«4 


A. 

ft3 
64 


c, 

C3 

Ci 


Il vient 


A -A' 


a, a, 
as ^2 

«3 — «3 

ai Ci 


6. 
63 

^4 


c, 

C3 
C4 


= o, 


d*où l'on tire A = A'. 
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59. Théorème III. — Lorsque les éléments d'une ligne ou 
d'une colonne sont égaux à la somme des éléments corres- 
pondants de deux ou de plusieurs lignes ou colonnes, multi- 
pliées respectivement par des facteur^ constants, le détermi- 
nant se réduit à zéro. 


En effet, on a, par exemple (56),. 


ma, -f- nbx a^ 61 
ma^-{- nbi a^ 62 
ma^ -f 7163 Oi 63 


mxii Ui bi 
ma^ Oi &3 
muz Us 63 


nbi ai 61 
nbi ai bi 
nbz a^ (3 
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or on sait que (26) 

nMi Oi bi 

Tna2 (X2 &3 

mas ^3 ^3 

nbi (Zx b\ 

nbi ^2 ^3 

nbz ûi 63 

donc le déterminant proposé, qui est la somme de ces deux 
déterminants» se réduit à zéro. 

60. Théorème IV. — Un déterminant ne change pas^ lors- 
qu'on ajoute à chaque élément d'une ligne ou d'une colonne 
ceux de plusieurs autres lignes ou colonnes, multipliées res- 
pectivement par des facteurs constants, (Jagobi, Journal de 
Crellè, t. 22, p. 371.) 



ai 

ax 

ft. 


— m 

ûa 

ai 

fta 

m X 0, 


«3 

ûs 

fta 



ft. 

a, 

ftl 


n 

b. 

a^ 

6. 

— n X ; 


bs 

«3 

*3 



Car les deux déterminants 


a, 6, c, 
a-x 62 Cl 

«3 ^3 Cz 


ax -+- mbx 
a-i -f- mbi 
«3-1- mfts 


nC^ C/2 ^2 
/IC*3 63 ^3 


ayant pour différence le déterminant (56) 

mbi -+- nCx bi c, 


77162 
mb^ 


/IC2 62 t^2 

/ÎC3 63 C3 


qui est nul en vertu du théorème précédent, sont égaux 
entre eux. 

Si les éléments de la colonne ou de la ligne que Ton rem- 
place avaient été multipliés par un facteur k avant leur aug- 
mentation, le déterminant eût été multiplié par /r (27). 


61. Corollaire L — D'après cela, on a 

• 

I a b ~h c 


A- 

1 b c -^ a 
I c a -\- b 

rn:o; 
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car nous pouvons ajouter la seconde colonne à la troisième» 
puis diviser celle-ci par a -4- 6 -f- c : nous trouvons ainsi que 
(59 et 27) 


^z= 


I 

I 
I 


b a-h b -^ c 
c a -K é -t- c 


= (a -f- 6 -4- c) 


* 

1 a 

I b 

i c 


I 
I 
I 


= (a -h 6 -f- c) X o =: o. 


62. Corollaire II. — L'égalité précédente nous permet de 
mettre en évidence un facteur du déterminant 


A=:: 


I à^ a^ 
I ¥ b" 

I c' c^ 


En effet, nous avons trouvé au n** 29 que 


I 
I 


b' b' 


bc a a} 
ca b b^ 
ab c & 


SI nous ajoutons au second membre le déterminant du 
n° 61, qui est nul, après avoir multiplié les trois lignes respec- 
tivement par a, 6, c, nous obtiendrons Tégalité 


1 a^ 

Q^ 


bc 

a 

a» 


a a* ab-h ca 

I b^ 

¥ 

— 

ca 

b 

¥ 

H- 

b 6' bc -h ab 

I c» 

c' 


ab 

c 

c' 


c c* ca-h bc 



bc 

a 

a^ 


ab -h ca a a^ 



ca 

b 

¥ 

-1- 

bc +- ab b é* 




ab 

c 

c' 


ca-\- bc c c* 


bc ~h ca -h ab a a^ 
bc-h ca-h ab b ¥ 


bc 


ca 


ab 


4» 

nous en tirons Tégalité 
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A=: 


I a} œ 
I 6* ¥ 
I c' c* 


= {bc 


ca 


ah) 


\ a œ 
I b ¥ 


§ IL — Propriétés des déterminants ayant un ou plusieurs 

ÉLÉMENTS ÉGAUX A ZÉRO. 


63. Dans Tévaluation des déterminants, on rencontre des 
exemples dans lesquels un ou plusieurs éléments sont égaux 
à zéro. Celle particulariié permet de simplifier leur dévelop- 
pement et d'en calculer la valeur avec plus de rapidité. On 
s'appuie dans ce but sur les principes suivants. 

64. Théorème I. — Lorsque^ dans un déterminanty tous les 
éléments^ moins un, d'une ligne ou d'une colonne viennent 
à s'annuler, le déterminant se réduit au produit de l'élément 
conservé, pris avec le signe convenable (44), par le détermi^ 
nant mineur, que l'on obtient en supprimant la ligne et la 
colonne qui contiennent cet élément. 

En effet, nous avons trouvé au n"* ki que le déterminant 
A(*> du quatrième ordre, étant ordonné par rapport aux élé- 
ments de la première colonne, peut s'écrire 

A(^> = «I A«, — a, Aa, + «3 Aa, — «4 A«, ; 

4 

si les éléments de la première colonne se réduisent à zérdr, 
sauf rélément ai, on aura ^2 = 0, 03^=0 et «4 = 0; il viendra 
donc 

Si rélément, qui est seul différent de zéro dans une colonne 
ou dans une ligne dont tous les autres éléments sont nuls, 
n'est pas le premier élément du déterminant, on peut le ra- 
mener à la première place par des permutations successives 
de deux lignes et de deux colonnes (21). 
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Ainsi l'on a 


a, i, c, 

« 

As bt a 

O 63 o 


O 63 o 

a, il c, 

«a ia Ca 

In o o 
bt a, Cl 

ia «a Cj 


-=-*3 


t • 


Aa Ca 


On peut encore déterminer le signe du coefficient de Télé- 
ment conservé, en faisant usage de la règle pratique, qui se 
trouve exposée au n*» 46. 

Le théorème précédent est de la plus haute importance 
dans le calcul des déterminants; il est d'une application con- 
stante. Il'a été énoncé et démontré pour la première fois par 
Jacobi, dans le Journal de Crelle, t. 22, n** ii. 


I. 


65. Exemples : 

I ai 6i Cl 
a-i, bt Ci 

«3 ^3 C3 

bi Ck 


o 
o 

o ^4 


a^ 62 Ct 

ai 63 C3 
«4 64 ^4 


II. 


ai b, 


di 


m. 


aa bi Ci di 
0001/3 

a^ bi C4 di 

I X X X 

o a Ti "k 

o X 6 X 

o X X c 


= -^3 


fli bi Cl 

«a bt Ci 

di bi Ci 


a X X 
X 6 X 
X X c« 


= aéc — (a -4- 6 -h c)X'+ 2X^ 


66. Théorème n. — Lorsque, dans un déterminant, les éléments de 
la première ligne sont égaux à Inanité, et que chaque élément de toute 
autre ligne est égal à la somme des éléments qui^ dans la ligne précé- 
dente, sont au-dessus et à gauche de cet élément, ce déterminant est 
égal à l'unité. 


44 

Dans le déterminant 


A = 


I. — 

CHAPITRE II. 

I I 

III 

I 2 

345 

I 3 

6 10 i5 

I 4 

10 20 35 

I 5 

i5 35 70 


qui satisfait à ces conditions, retranchons chaque ligne de la suivante, 
et faisons de môme pour chacun des déterminants qui en résultent; nous 
obtiendrons successivement 


A = 


I 
I 
I 
I 


2 
3 

4 
5 


3 

4 


6 

10 


10 

20 


i5 

35 



d*où 


A = 


12 3 

o I 3 

014 
o I 5 


I 4 
I 5 


4 

6 

10 

i5 


I 3 - 6 
I 4 10 
I 5 i5 


I 3 6 

o I 4 
o I 5 


I 4 

o I 


= I. 


67. Théorème III. — Tout déterminant peut être mis sous 
la forme d'un déterminant plus élevé. 

Car, en vertu du théorème précédent, on a évidemment 


at bt Cl 

Û2 ^2 Oi 

«3 ^3 C3 


I 

«I 

a-i 

«3 

o 


o 

«I 
a, 

«3 

63 
o 


o 

63 


O 
Ci 
Ci 
Ci 


Cl r» 


C, J2 

C3 ,n 


I 



a, 6, 

^2 ^2 
«3 ^3 


O O 


Ci 

Ci 

C3 

o 
o 


M, 
Ui 

«3 
I 

O 


Vi 

V2 

^3 

I 


Les éléments ^1, jtj, x^; ji, ja, Js; m»» "a» "« et Ci, Ca, ('s, <'4> 
qui ne se trouvaient pas dans le déterminant primitif, peuvent 
recevoir des valeurs quelconques. 
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68. Théorème IV. — Lorsque tous les éléments situés d'un 
même côté de la diagonale s' évanouissent y le déterminant se 
réduit à son terme principal. 

Considérons^ par exemple, le déterminant du quatrième 

ordre 

Oi bi Cl di 

o bi Cs di 

o o Ci di 

o o o Ci 

Tous les éléments, moins un, étant nuls dans la première 
colonne, on a (64) 


A = «1 


bi Ci di 
o Ci di 
o o di 


aiAa.. 


Dans le déterminant Aa,, tous les éléments, moins un, de la 
première colonne étant aussi égaux à zéro, il vient de même 


K 


mais 


bi Ci di 
o Ci di 
o o di 

Ci di 
o di 


bi 


Ci di 
o di 


— Cidii 


par suite, oh obtient Aa^= biCidi; donc on a 

^z= Uibiddi, 

* 69. Théorème V. — Lorsque, dans un déterminant, les éléments 
-de la première ligne sont respectivement égaux aux éléments correspon- 
dants de la diagonale et qu'en même temps tous les éléments situés au^ 
dessous de la diagonale sont égaux et de signes contraires aux éléments 
respectifs de cette diagonale, le double déterminant est égal au produit 
des éléments de la diagonale, multiplié par une puissance de 2 marquée 
par le degré du déterminant, (Dostob, Archiv der Mathematik una 
Physik, t. LYI, p. 289. ) . 
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Soit le déterminant du quatrième ordre 

b c d 


A = 


a 
-fl b 

-fl -^b 

— a — b — c d 


et p 
c 7 


qui remplit ces conditions, et où les éléments a, ^ et 7 sont des quan- 
tités quelconques. 

Conservons la première ligne, puis ajoutons cette ligne à chacune des 
trois suivantes; le déterminant ne change ni de valeur ni de signe (60), et 

il vient encore 

abc d 

o 2^ c-f-a d -h p 

00 2C d-i-y 

000 2d 


A = 


Dans ce déterminant, tous les éléments situés au-dessous de la diago- 
nale sont égaux à zéro ; par suite, le déterminant se réduit à son terme 
principal (68); donc il vient 


2A= 2a.%b,2C.^d= 2,*.abcd. 


V 


^ 


'\^. 70. Théorème VI. — Lorsque, dans un déterminant, un 

élément est égal à zéro, ce déterminant est égal, à un facteur 

près, à un déterminant de même degré, dans lequel les autres 

éléments de la ligne et de la colonne qui contiennent ce zéro 

. sont égaux à l'unité. 

En effet, nous avons d'abord (27 et 28), en multipliant la 
seconde et la troisième ligne par ^3 et a,, puis en divisant la 
première colonne par a^ a^, 




fti c, 







a2 

62 Ci 





«3 

*3 C3 








b. 

Cl 




6t 

Ct 

I 

«2 «3 

^2^8 

a^b, 

m 

a^Ci 


I 

a^bi 

a^Ci 


a^Uz 

a^bt 

a^Ci 


I 

Oihz 

a-iCz 


= A,; 


multipliant actuellement la seconde et la troisième colonne 
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par Cl et bt, puis divisant la première ligne par bxCi, on ob« 
tient 


A, 


bi Ci 

i iizti a^Ci 

1 a^ 63 Ci C3 

o fr|C| 


bxCx 


biCi 


I ^3 62 Cl a^ bi d 
I a^ bi Ct 02 fri Cs 


^ 




I 

I 

I 

ûi bi Ci 

^3 61 Ci 

I 

ai 63 Cl 

a^ bi C3 


= A,; 


donc il vient A = As* 

Si le déterminant avait été du quatrième ordre, on aurait 
trouvé que 


bt 

Ci 

di 






Ci bi 

Ct 

rfa 






«3 bi 

Ci 

di 



• 



«4 bé 

Ck 

d. 












I 

I 

I 


I 


I 
I 

«3^4 

a» «4 

biCidi 
biCidt 

a^aibiC^dx 
a^a^biCidi 

a^a^biCidi 

atOia^bi 

Cidi 

a2€ikbiCidi 




I 

a-iùi 

biCidi 

a^a^biCidi 

a^aibiddi 


Il est aisé de deviner la manière d'opérer qui fournit ce 
dernier résultat. On pourrait aussi facilement en déduire une 
règle générale pour transformer de la sorte un déterminant 
d'un ordre quelconque ayant un élément nul. 

71. Définition I. — Dans un déterminant, deux éléments 
sont dits conjugués, lorsque chacun d'eux occupe, dans les 
lignes horizontales, la même place que l'autre dans les co- 
lonnes verticales, et réciproquement. 

Ainsi, dans le déterminant 

ai 6| Cl 
a2 bi Ci 
Oi bi C3 
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les éléments a^ et bx sont conjugués; il en est de même des 
éléments a^ et Ci, b^ et C3. 

72. Définition II. — Un déterminant est symétrique^ lorsque 
les éléments conjugués y sont égaux. Tel est le déterminant 


ce b c 
b ^ a 
c a y 


73. Théorème VIL — Lorsque, dans un déterminant, les 
éléments du terme principal sont des zéros, et que les élé^ 
ments de la première ligne sont respectivement égaux à leurs 
éléments conjugués de la première colonne, ce déterminant 
peut se transformer exactement en un autre de même ordre, 
dans lequel, les éléments de la diagonale étant nuls, les autres 
éléments de la première ligne et de la première colonne sont 
tous égaux à V unité. 

En effet, nous avons d'abord (70) 


a b 

c 




I 

I 

1 


a z' 

r 

T 

a 



caz* 

àby' 

A. 

b z 

x' 

abc 

b 

bcz 



abx' 

abc 

c y X 




c 

bcy 

cax 





où nous avons multiplié les trois dernières colonnes par les 
produits respectifs bc, ca, ab\ divisé la première ligne résul- 
tante par abc\ puis divisé hors barres par abc. 

Dans le second déterminant Ai^ divisons les trois dernières 
lignes respectivement par a, b, c et multiplions hors barres 
par le produit abc; nous aurons 


Al = abc 


I o 

I cz 

I by 


I I 

cz' by 


ax 


ax 


GOHBINAISOIf ET PROPRIÉTÉS DES DÉTERMilCANTSy ETC. 49 

donc il vient 


(I) 


o a 

a o 

b z 

c y 


b c 

z' jr 

o 4?' 

X o 


o 
1 
I 
I 


I 
o 
cz 

by 


I I 
cz' by 


ax 


ax 


On verrait de même que 


(H) 


O 

a» b^ c* 


a" 

o c^ 6" 


b^ 

c" o a'» 


c» 

V^ a" o 



o 
I 


I ce 


I 
o 


I I 

o a*a'* 


I b^b"" a}a'^ o 


o aa! bb' ce' 
aa! o ce* bb* 
hh' ce' o aa' 
ce' bb' aa' o 


74. Corollaire. — Dans l'égalité (I), posons 

a, /==/=6, z = z'^c; 


x = x == 


elle deviendra 





a b C 


o I I I 

(III) 

a o e b 
b c o a 


I o c^ 6» 
I c' o a* 


c b a 


1 b^ a^ 


75. Définition III. — Dans un déterminant, la diagonale 
qui contient les éléments du terme principal est dite vide 
ou pleine, su'wsini que ces éléments sont nuls ou différents 
de zéro. 

76. Théorème VIII. — Tout déterminant , à diagonale pleine^ peut 
se décomposer en déterminants à diagonale vide. 

Dans le déterminant A du n*" 13, remplaçons les éléments principaux 
^n ^2» ^3» • • • » ^, par autant de zéros; nous obtenons le nouveau déter- 
minant 




o b^ C, 

a^ o c. 


/, 


^» K ^n 


DOSTOR. — Déterm^ 
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OÙ manquent tous les termes qui contiennent, comme facteurs, un ou 
plusieurs des éléments a^, b^^ c^^ . . . , (, de la diagonale. 

Appelons C^ Tune des combinaisons / à i de ces n éléments évanouis 
et A^'*— ') le déterminant mineur à diagonale vide qui lui correspond; il 
est évident que C^A^,"-») sera Tun des termes supprimés. Par conséquent, 
r^semble des termes supprimés sera la somme 2C^A^'*-<), où il faudra 
donner à i successivement les valeurs i, 2, 3, . . . , /z. 

On obtient ainsi la formule 

A(") = A(«)4- 2C,Af«-i)-H 2C,AÇ'«-«)-j-2C3Ai''-3)H-. . .H- 2C,_,A(,«)H- C., 

attendu que AJf) = o. 

Si nous appliquons cette formule au déterminant du troisième ordre, 
nous voyons que 


«• 

K 

^i 




K 

<^i 

^2 

K 

^2 

zzr. 

û', 



«a 

«3 

h 

^3 


«3 

*. 




«1 


c, 

h 

^K 

c, 

«3 

^-^3 

b, 
a, 


a^b^Cy 


77. Les déterminants à diagonale vide se présentent dans 
un grand nombre de formules. Nous donnons ici plusieurs 
d'entre eux, que nous retrouverons plus loin dans les appli- 
cations. 


I. 


o a b 
a o c 
' b c o 


= 2abCf 


II. 


o 


= -3. 


III. 




I 

I 

I 

I 



c* 

b^ 

I 

c^ 



a} 

I 

b' 

à? 




= a<+ 6<-f- c^— 26»c'— 2c'a*— 2a* 6', 
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IV. 


V. 


o 

a 

b 

c 


a 

o 

c' 

V 


b 

d 

o 

a' 


c 

V 

a' 

o 


o 


aa' 

bb' 

ce' 

aa! 


o 

ce' 

bb' 

bV 


ce' 

o 

aal 

ce' 


bb' 

aa' 

o 


a^a'^ 


c^c'^ 


b^b" 
nbb' ce' — 2, ce' aa' — 2 aa' bb' . 


___ j a*a'*-hb*b'*-^-c*c"—:ib'b''e^€f' 
"" I — 2C'c''a'a''-- 2a^a'^b'b\ 


^ 78. Théorème IX. — Dans un déterminant, lorsque le premier élé~ 
ment est zéro et que les autres éléments de la première ligne et de la 
première colonne sont égaux à V unité, on peut augmenter ou diminuer 
d^une même quantité les éléments de chaque ligne dans le déterminant 
mineur, que Von obtient par la suppression de la première ligne et de 
la première colonne (Sylvester, Philosopkieal Magazine , i852). 

En effet, dans le déterminant 


A=-- 




I 

I 

I 

I 

a 

b 

c 

I 

a' 

b' 

c' 

I 

a' 

b' 

c" 


multiplions la première ligne successivement par les trois quantités \ 
>', V, et ajoutons les produits respectifs aux trois autres lignes; nous 
obtenons le déterminant 


o 
I 
I 
1 


III 
a-t-'k ^-hX C-+-X 

a'^V b'-\-y! c'-f-V 
^^l" [,"^1" c^^y 


qui est équivalent au déterminant A. 

79. Corollaire I. — On peut de même augmenter ou diminuer d^une 
même quantité les éléments de chaque colonne du déterminant mineur, 
c'est-à-dire que 




I 

i 

I 




I 

I 

I 

I 

a 

b 

c 


I 

fl-f- a 

^-+-p 

c -+- 7 

I 

a' 

b' 

c' 


I 

a' -h a 

^'-+-P 

c'h-7 

I 

a" 

b" 

c" 


I 

a!'-hoL 


c"-^7 


4. 
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80. Corollaire II. — On en conclut que 


I 1 I 


O I I 

I 

1 a b c 


I û-i-a-+-X ^-+-p-f-X 

c -f-Y -t- > 

I fl' b* c' 


1 fl'^a-KV b'-h^-^V 

c' -4- 7 -t- y 

I a" b" c" 


, a'-^oL^y ^*-hP-+-X" 

c'^h-^-hX" 


§ m. 


Calcul abrégé des déterminants numériques 

ET algébriques. 


81. Nous avons indiqué au n^ 50 la méthode générale, au 
moyen de laquelle on peut développer les déterminants. Cette 
méthode, dans la pratique^ est souvent trop laborieuse pour 
être employée. 

Un procédé bien plus simple consiste à ramener le déter- 
minant à un autre de degré moindre; on traite ce nouveau dé- 
terminant de la même manière; et ainsi de suite. 

Pour ramener un déterminant à un autre dont Tordre soit 
abaissé d'une unité, on le transforme en un déterminant 
équivalent, dans lequel les éléments d'une ligne ou d'une 
colonne soient égaux à l'unité; il suffiti pour cela, d'opérer 
comme aux n"» 33 et 35. 

Dans le déterminant obtenu, d'une ligne ou d'une colonne 
on retranche toutes les autres; on arrive ainsi à un détermi- 
nant dans lequel une ligne ou une colonne a un élément égal 
à l'unité et lesî autres égaux à zéro; ce déterminant est égal à 
plus ou moins le déterminant mineur qui a cette unité pour 
coefficient (64). 

Pour mieux faire comprendre ce procédé, nous allons l'ap- 
pliquer à une série d'exemples tant numériques qu'algé- 
briques. 

82. Exemple I. — On a successivement 


7 lo 

3 


I I 

3 


I I I 


100 

3o 38 

12 

— 

6 a 

12 


624 


642 

37 5o 

i5 


7 5 

i5 


753 


724 


Le second déterminant se déduit du premier, en retran- 
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chant des éléments de la première colonne, puis de ceux de 
la seconde, deux fois, puis trois fois les éléments correspon- 
dants de la troisième. 

Le troisième déterminant s'obtient au moyen du second, 
en retranchant la somme des deux premières colonnes de la 
troisième. 

Enfin le quatrième déterminant se déduit du troisième, en 
retranchant la première colonne de chacune des deux sui- 
vantes, et en changeant les signes des deux dernières co- 
lonnes résultantes. 

140 déterminant donné est donc égal à 


I o o 
642 
724. 


4 ^ 

2 4 


= 16 — 4 = *2. 


On aurait pu arriver au même résultat, d'une manière plus 
rapide, en opérant comme il suit : 

On remarque de suite que les deux dernières colonnes 
sont divisibles l'une par 2 et l'autre par 3; effectuant ces divi- 
sions, on trouve que (28) 


7 

10 

3 


7 

5 

I 

3o 

38. 

12 

= 6 

3o 

'9 

4 

37 

5o 

i5 


3, 

25 

5 


Dans le second déterminant, on retranche 7 fois et 5 fois 
la dernière colonne des deux précédentes; on voit ainsi que 
le déterminant donné revient à 






I 


2 

— I 

2 

— 1 

4 

= 6 

2 



2 



5 





= 12. 


83. Exemple IL — On trouve par les mêmes procédés que 


A=r 


12 16 24 33 
20 25 35 45 
20 27 36 55 
28 38 5i 78 


:= 20 


3 16 24 33 
1579 
5 27 36 55 
7 38 5i 78 


= 20 


o i 3 6 
'579 
o 2 I 10 
o 3 2 i5 


1 
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Le second déterminant s'obtient en divisant, dans le pre- 
mier, la première colonne par 4 et la seconde ligne par 5. 

Le troisième déterminant se déduit du second, en retran- 
chant, dans celui-ci, 3 fois, 5 fois et 7 fois la seconde ligne 
des trois autres. 11 vient ainsi 

3 6 


A = — 20 


1 ô 

2 I 10 

3 2 i5 


Retranchant maintenant 2 fois et 3 fois la première ligne 
des deux autres, on obtient 

'3 6 
— 5 -2 

-7 -3 

2 


A = 


20 


=:. — 20 


F 

o 
o 

5 

7 


= — 20(1 5 — i4) =—20. 


84. Exemple III. — Il est aisé de voir que Ton a 


— f I 

I — I 
^ I ^ I 


I 
I 
I 


— I 

I 

I 




2 





2 


2 





2 







= 4- 


Dans le premier déterminant, on a ajouté la première ligne 
à chacune des deux suivantes. 


85. Exemple IV. 
trouve que 


— En opérant de la même manière, on 


— I 


I — 1 


I — 


' 

i 

I I 

i 
3 2 i 
[> 2 ! 

I 
2 

1 

I 
2 
2 


— — 


2 
2 

2 2 
2 


.2 
—2 
2 2 

2 
2 


— 2 

2 2 
— 2 2 


— 2 

2 2 

4 


— 

- 2(2.4 


- 16. 
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Dans le premier déterminant, on a ajouté la première ligne 
à chacune des trois autres; on a ainsi obtenu le second dé- 
terminanty qui^ en vertu de n® 64^ revient au troisième. 

Dans celui-ciy on a retranché la troisième ligne de la 
deuxième; on a ainsi trouvé le quatrième déterminant qui^ 
par suite de n° 6i, est égal au cinquième multiplié par 2. 


86. Exercices numériques. 


I 
3 
6 

8 

7 

4 


2 

4 

8 

7 
5 

5 


5 

7 
9 

6 
3 
6 


= 10, 


= 0, 


421 
932 
8 5 7 


=—29, 


I 

2 

2 

2 

3 

2 

4 

2 

4 

2 

8 

4 


4 

8 
i3 
II 


I 3 8 
249 


3 5 


=: O, 


II 


2 — 


= — 2, — 


4 

6 


I 5 3 

32 —35 34 

5 — 10 II 

25 - 

— 15 - 

23 

-5 


= — io5o, 


1 3 

2 5 

3 7 


= o. 


2 

3 8 


234 

4 

6 4 

-72, 

5 6 

6 

12 4 


007 


70^ 


17 i5 II 
i3 i3 12 


9 9 


= 18, V^^f 


i5 
10 

»9 
5 


23 — 


19 
-ï5 


9 - 


5 
5 

9 
5 


= ï944o« 


_ 


87. Carrés magiques (*). — Les règles que nous venons 
d'employer s'appliquent avec avantage aux déterminants 
dont les éléments sont les n^ premiers nombres entiers, dis- 
posés en carré magique. Dans ces déterminants, les sommes 
des éléments appartenant aux mêmes colonnes, aux mêmes 
lignes et aux mêmes diagonales sont égales entre elles et à 

- 71» -4- I. 
2 ^ ^ 


(^) Fbir les Problèmes plaisants et délectables de Bachet de Méziriac, 3* édi- 
tioD, reTue par A. Labosne, p. 88 et suiv. Paris, chez Gauthier-Villars. 
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Ainsi on trouve facilemenl que 


492 


' 9 

a 




357 

-i5 

I 5 7 



8 1 6 


t I 6 




-i5 

I 9 a 
-4 6 
-8 4 

--i5 

4 5 
8 4 


— : 

[5.4'2 

I 

I 

5 
2. 

- i5. 8(2:5) 


= 360. 


Dans le premier déterminant, à la première colonne, an a 
ajouté la somme des deux autres et Ton a divisé le résultat 
par i5; puis, dans le second déterminant, on a retranché la 
première ligne de chacune des deux suivantes. 

88. Considérons, en second lieu, le déterminant 


A = 


{ I 
I 
! la. 

8 

i3 


i5' 14 

6 7 

10 il 

3 2 


4 

9 
5 


qui est formé par les 4' ou 16 premiers nombres entiers, dis- 
posés en carré magique. 

Pour en calculer la valeur numérique, de la première ligne 
retranchons la quatrième, et de la deuxième retranchons la 
troisième ; il nous vient 


A = 


12 

12 

12 

— 12 


I 

— 1 

— I 

I 

4 

8 

-4 

10 

-4 

ri 

4 
5 

• 

= — 12.4 

I 
8 

— I 
10 

— I 
II 

1 
5 

i3 

3 

2 

16 


i3 

3 

2 

16 


où nous avons divisé les deux premières lignes, Pune par 
— 12 et l'autre par 4- 

Or le dernier déterminant est évidemment nul, puisque les 
deux premières lignes y sont identiques; donc on a A = o. 
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89. Soit encore à calculer la valeur numérique du déter- 


minant 


A = 


\ 

10 

4 

23 

>7 
II 


18 

I 

i4 

aa 

la 

25 

8 

16 

6 

'9 

3 

i5 

5 

i3 

ai 

9 

24 

7 

30 

3 


qui est formé par les 25 premiers nombres entiers, disposés 
en carré magique. 

A la première colonne ajoutons. les quatre suivantes, puis 
retranchons la première ligne des quatre* suivantes, nous 
obtenons successivement 


A = 65 


= 65 


I -18 

I 

14 

32 

I 12 

25 

8 

16 

I 6 

19 

2 

l5 

t 5 

i3 

ai 

9 

I 24 

7 

ao 

3 

18 

I 

i4 



23 

o — 6 24 — 6— 6 
o — 12 18 — 12 — 7 
o — i3 12 7 — - 13 


= 65 


__ 6 24 - 6 - 6 

— 12 18 — 12 -T 7 

— i3 12 7 — i3 
6 6 6—19 


o 6 6 6 — 19 

Nous pouvons actuellement diviser la première ligne par 
— 6 et la seconde colonne par 2; il nous viendra, en changeant 
les signes dans la dernière colonne, 

I — 2 I — I 


A = 65*6.2 


— 12 

-i3 

6 


9 
6 

3 


= 780 


I 
— 12 
-i3 

6 


o o 

— i5 o 

— 20 20 
i5 ^ 


• 12 
7 

-5 
o 

25 


7, 
i3 

'9 


= 780 


i5 


5 


20 20 o 
i5 o ^ 
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Dans le premier de ces déterminants, nous avons ajouté 
2 fois la première colonne à la seconde, nous l'avons re- 
tranchée de la troisième et ajoutée à la quatrième; puis nous 
avons changé les signes de la seconde et de la troisième ligne 
dans le troisième déterminant. 

Dans celui-ci tous les éléments, moins un, sont nuls à la 
seconde colonne; par suite il vient 


A = 780 X — 20 


i5 5 
i5 25 


z=z — 780.20.15.5 


I I 
I 5 


= — 780.20.15.5.4 = — 4680000, 


90. Les déterminants algébriques peuvent se développer 
suivant les mêmes règles. Nous allons en fournir plusieurs 
exemples. 

Exemple I. — On a successivement 




I 

I 

I 




> 01 

I 



a 

b 


I 

b a b b 

I 

a 



c 


I 

a — c — c c 

I 

b 

c 



» 

I 

b c 





i — b a — b 




— 

1 a — c — c 







I b c 


1 — ft a — b 

o a-^b — c b-- c — a 
o 26 6 -i- c — a 

a 4- 6 — c c -^ a — b 
ab a — b — c 


(a + 6 — c)(a — 6 — c) — 26(0-+- a — i) 
a^-f- ft*4- c*— 26c— 2ca— aaft. 
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Dans le premier déterminant^ on a retranché la dernière 
colonne de chacune des deux précédentes; où a ainsi obtenu 
le second déterminant^ qui, en vertu du n** 64, se réduit au 
troisième. Dans celui-ci, on a retranché la première ligne de 
chacune des deux suivantes; on est ainsi arrivé au quatrième 
déterminant, qui se réduit au cinquième. 

91. Exemple II. 


o 

I 

I 

I 




I o o 



I 

o 

û» 

6^ 


I 

o à} ¥ 


I 

a^ 



c^ 


I 

a' — û' c' — a^ 


I 

¥ 

c» 

o 


I 

6» C^ 62 Ja 








I à} ¥ 








I —a* c*— a^ 
I c^—b^ —6' 








I a^ b^ 





— _ 

— 

o —2a* c^—a^—b^ 







o c^—a^-'b^ 

— 

nb' 


a^-hb^—c^ 2b^ 

(a^-hb^—c'Y^^a'b^ 
(a^-h b'— c*-f- 2ab) (a»-f- b^— c^- nab] 
[(a-T-6)'— c'][(a — 6)2-c2] 
— (a + 6-f-c)(6-f-c— a)(c4-a— 6)(aH-6 


-c). 


On retranche la seconde colonne du premier déterminant 
de chacune des deux suivantes; on obtient ainsi le second 
déterminant, qui se réduit au troisième. Dans celui-ci, on 
retranche la première ligne de chacune des deux suivantes; 
on trouve ainsi le quatrième déterminant, qui se réduit au 
cinquième. 


6o 
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92. Exemple III. 


A = 




a 

b 

c 

a 

o 

c 

b 

b 

c 

o 

a 

c 

b 

a 

o 


=:(a-4-6-f- c) 


= (a-+-ft + c)(ft-4-c — a) 


o 
I 
I 
1 


I 
a 
b 
c 

1 
o 
c 

b 


1 I 

c 
c o 
b a 

1 I 
c b 
o a 
a o 


1 
b 
a 
o 


= (a-f-6 -f-c) (6-+-C — a)A'. 

Dans le premier déterminant, on ajoute toutes les lignes; 
la première ligne devient ainsi divisible par a-^-b-^-c^ qu'on 
met en facteur commun hors barres. 

Dans le second déterminant, de la somme des deux pre- 
mières colonnes on retranche la sommé des deux derniè'res; 
la première colonne devient divisible par ft-f-c — a, qu'on 
met en évidence hors barres. 

Dans le dernier déterminant, que nous représentons par A', 
ajoutons la seconde ligne à chacune des deux dernières, nous 
obtenons 


A'=: 


o I I 

I 





— 10 c 

b 



% 

oc c a-hb 


. 


o b a-hc 

b 




I I I 


I 

O 

o 

c c a-\-b 

: — 

C 



a-h ft 

b a-hc b 



b 

c "ra- 

-b o 


d'où nous tirons 


A' = 


o a-h b — c 

c -h a — b o 


z=z ^ [c -\- a — b) {a -h b — c). 
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On a donc 

o a b c 

a o c b 

b c o a '^ '^ ' 

c h a o 

93. Exemple IV. 


A = 


[a-hby 


b^ b^ (c-^aY 

a-h b — c 

o b 

b — c — a b 
a-^ b — c 

2 


= [a -^b -^ c) 


= — 2(«-+- b-hcY 


o 
a 


{a^bY—c^ o c' 

o {f,^cY—a^ a^ 

^'— (c-h«)> b''—{c-^aY (c-t-a)» 
o c* 

c — a a^ 

o c' 

b-^c — a «* 
c — ac 


Dans ie premier déterminant, on a retranché la dernière colonne de 
chacune des deux précédentes, ce. qui a fourni le second déterminant, 
dont ]es deux premières colonnes sont divisibles par a-hb-\-c. 

Dans le troisième déterminant, on a retranché la somme des deux 
premières lignes de la troisième, et Ton a divisé la troisième ligne résul- 
tante par — a. 

Dans le quatrième déterminant, que nous représenterons par A', ajou- 
tons la troisième colonne aux deux précédentes multipliées respective- 
ment par cela; nous obtenons 


acM = 


(a-i- b)c 


= — a^c' 


a? (6-hc)a a^ 

o o — ac 

a-h b c 
a b-¥-c 
I 


— — ac 


{a -{- b)c 


{b-h c)a 


= — a'c» 


a -{-b -h c c 
a -hb-\-c b -\- c 


= ~^a^c^{a -h b^ c) 


I b-hc 


= —a*bc'{a'+- b-+- c). 


Donc il vient 

{a-hbY 
a' 
b' 


[b-^cY 


[c -^a)' 


= ^abc[a -+- b -hc)^ 
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94. Exemple V. 


A = 


bb'-^cc' ba' 
ab' -' • --' 

7 


etc 


cc'-haa 
bc' 


aa 


ca' 

cb' 

' - bb' 


I 
abc 


abb' 


ace' 


boa' 


caa 


abb' bcc'-^ bac^ cbb' 


ace 


bec' 


caa 


cbb' 


I 
abc 


o — ibcd — 7.cbb' 

— a «ce' o — leaa' 

— labb' — ibaa' o 


= — ^abc 


b' 


a' 


b' 


= i^aa' ,bb' .ce' 


Le second déterminant se déduit du premier , en multipliant les trois 
lignes respectives par a^ b eic et en divisant hors barres par le produit 
a.b.e = abc\ le troisième se tire du deuxième, en retranchant de chaque 
ligne la somme des deux autres; le quatrième s'obtient au moyen du 
troisième, en divisant les trois lignes respectivement par — ibc^ — ica 
et —2ab et en multipliant hors barres par leur produit —Sa^b^e^. La 
valeur du quatrième déterminant étant égale à — ^a'b'c'^ on trouve que 
A = i^abca'b'd . 


95. Exercices algébriques. 


I. 


IV. 


U. - 


m. - 


a-i-b ^ — I 


c -\- d y/— I 
a — b ^ — I 


=:a^'-hb^-h c'-hd\ 


■ I 
A 


-I b 
o a 
B C 


= Aa-hBb-hC. 


o a' 6' 

a I cos9 
b cosO I 


= aa' -4- 6è' — ( ab' -h ba' ) cos 9, 


i X — a y — b 
I x^ — a y —b 
I x'^—a f—b 


\ X y 

i x' y 
I x" y 
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V. 


VI. -T 


sin^A 


VII. 


VIII. 


IX. 


X. 


XI. 


XII, 


1 b b^ 
i c c^ 


= (a + 6 4-c)(a — 6)(ft— c)(c — a). 


a^ 6sinA osinÂ 
6sinA I cosA 
csinA cosA i 


= a*— (i'-+-c*— •24ccosA). 


I 

G 

I 
o 

G 

I 
I 
I 

I 

G 
I 
G 

I 
O 
I 
G 


ab 
ca 

G 

I 

G 

I 


ab ca 

c* 4- a* bc 

bc a^ -f- 6* 


a a^ 
b ¥ 


= i&a'b^c\ 


d (P 


= (a — c) (6 — rf)(a— 6-4-e — d). 


I 
I 
a 
b 


G 
I 
O 
I 

O 

I 

O 

I 


a 
b 
a' 
b' 


a 


// 


à 


m 


I 

a 

— I 

c 

P 
? 
P' 
?' 

6 


I 

b 

c 
— I 


a' — aftc — a — i 
-f- 6» — 2ca — b — I 
-h c' — 2ûft — c — I 


=(«-«') (g~g')-(6"*')(p-p'). 


ab'-'ba'-\-a'b"'-b'(f 
-f. oTb'"-^ b'^a'^^a^'b — b'^a. 


X a 

a X 

b o 

c o 


b c 

o O 

X G 

G X 


= X'(X*-a»— 6'— C'). 
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xm. 


XIV. 


XV, 


XVI. 


LIYEB 

I. - 

— c 

I I 

1 

I 


a b 

c 

d 


a^ b* 

c> 

rf' 


a* 6' 

à" 

rf» 


I 

I 

I 

I 

a 

b 

c 

d 

a} 

b' 

c' 

d» 

a' 

b* 

c* 

d* 

I I 

I 

I 


a b 

c 

d 


û» 6» 

c* 

d' 

*"** ( 

a* b* 

c* 

d* 


I I 

I 

I 


à" b' 

c^ 

d» 


a^ b' 

c» 

d» 


a* b* 

c* 

d^ 



CHAPiTU n. — coMiRAisoir, ne. 


= (a-b){a-c](a-d)^b-c){b-d)(c-d). 


{a + 

b-hc-\-d 


X 

{a- 

■ b)(a- 

■c)(a 

X 

{b- 

.c){b- 

• d)(c 


-e){a-d) 
~d)[o — d]. 


[ab -h ac + ad + bc -h bd ■+- od) 

X(a—b){a-c){a—d){b-c){b—d)(c-d). 


{abc -h abd -h aed -h bcd) 

X{a-b){a-c){a-d)[b-c){b-d)(c-d^,. 
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CHAPITRE III. 

PRODUIT DE DEUX DÉTERMINANTS. 


§•1. Multiplication de deux déterminants. — § II. Carré des déterminants. — 

§ III. Les déterminants multiples. 


§ I. — Multiplication de deux déterminants. 

96. Lemme. — Lorsqu*un déterminant de degré, pair un 
est décomposé en quatre déterminants de degré n par deux 
traits, Vun horizontal et Vautre vertical^ menés par le milieu, 
si les éléments de.Vun de ces quatre déterminants sont égaux 
à zéro y le déterminant proposé sera égal au produit des deux 
déterminants mineurs qui sont adjacents au déterminant mi' 
neur à éléments nuls. 

Il s'agit de prouver qu'on a, par exemple, 

tti bx o o 
^3 ^2 o o 

«3 ^3 «3 Ps 

a A bi «4 (34 I 

Pour cela, permutons entre eux les éléments de la première 
et de la troisième colonne, puis ceux de la deuxième et de la 
quatrième, le déterminant conserve son signe (21), et Ton a 
encore 



«1 

&. 


«1 

p. 

_ — 



X 




«a 

b. 


«4 

p. 






O 

a, 

6. 


A- 

O 

o 

a, 
a. 

6a 

^3 



«4 

p. 

ai 

bi 

DOSTOR. - 

- Dé ter m. 
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Si nous ordonnons ce déterminant par rapport aux éléments 
de la première colonne, nous obtiendrons 







a, 

ft, 



o Al 6| 



A--= 

= «8 

O ^2 ij 

— «4 

o ^2 63 

« 



pi a, b. 


(33 fls 63 

• 

ou (64.) 

. 

A «8(34 


b. 

— «^(Ss 

«1 ftl 
03 6s 

— («8(34— -«4 (3s) 

«1 frl 

Û2 6» 

donc il vi 

ent 

A 


«8 

«4 

(33- 

X 

1 

a, 6, 

> 




ce qu'il fallait prouver. 

97. On verrait de même que 
a, b, c, 


^ = 


a, 0, 
a, b, 


o 
o 
o 


û'. 


a. 


o 
o 
o 

p. 
p. 


o 
o 



75 

7fl 


<7. 


6, 


X 


P4 

74 

P. 

7s 

P. 

7« 


= PxQ, 


en représentant ces deux derniers déterminants l'un par P et l'autre 
par Q. 

Ordonnons le déterminant du sixième ordre par rapport aux éléments 
delà quatrième colonne; il nous vient 


A = a. 


«1 

*. 

Cy 






". 

*, 

C^ 






"3 

*3 

C3 





«5 

"l 

*. 

Cj 

p. 

75 


«. 

*, 

^« 

p. 

7e 



a^ 


a. 


t\ 


'3 -3 


a. 


a, 


8 "3 

a^ b^ 


o o 

o o 

o o 

P4 74 

P. 76 

o o 

o o 

o o 

P4 7. 

p. 7, 
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OU 


(I> 


^-«4^ — «S^-^-S-^., 


Les trois déterminants mineurs A. , A. , A. peuvent aussi être or- 

4 9 D 

donnés par rapport aux éléments de leurs quatrièmes colonnes ; on trouve 
ainsi, pour le premier de ces déterminants, 


ou 


i 

1, b, c, 




< 

». 

^ 

^. 




^=p. : 

ar, ^ c, 

^z h ^3 

-Pe 

a^ b. 

C, 

^3 

• 

i 

% K ^6 Ve 


^5 h 

^5 75 


• 

«1 ^, ^1 


a, b, 

«^1 


= P.7. 

fl, ^ c^ 

~Pe7s 

«a ^ 

^2 



^, K ^s 


«3 ^3 

<^3 


[ 

\=(p.7.-p,7s: 

«1 ^1 ^1 
1 a^ b^ c^ 

«3 ^3 ^3 

= P{Ps7s-Pe 

7s) = P 

p. 7s 
P. 7. 

On verrait de même que 


\=1 

p P4 74 

P« 7e 

et A. = P 

P4 

Ps 

74 

7s 

• 

Si nous substituons ces valeurs dans Tégalité (i], 

il nous viendra 

A = P a^ 

Ps 7s 

'Pe 7« 

— 

-«& 

P4 7 

p. 7 

1 

8 

H 

-«« 

p. 

74 

7s 

i 


A = Px 


= PxQ, 


ou 

«4 P4 74 

«» Ps. 7s 

«« Pe 7e . 

ce qu'il fallait prouver. 

Il est facile d'étendre cette démonstration à un déterminant de degré 
pair quelconque, satisfaisant à l'énoncé. 

98. Théorème. — Le produit de deux déterminants de 
même ordre peut se mettre sous la forme d'un déterminant 
de cet ordre. Les éléments des produits sont les sommes des 
produits que Von obtient, en multipliant les éléments de 

5. 
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chaque colonne dans Vun des déterminants par les éléments 
correspondants de toutes les colonnes successives de Vautre. 

Ainsi Ton a le produit de deux déterminants du second 
ordre 


(I) A = 


a^ 62 


X 


«1 oLx -f- a, «3 6, «1 -f- 62 a, 

aipi-f-aîjâî 61 (3,-1- 62(3, 


a. p. 

Pour le démontrer, prenons Tidentîté 

ttx 6, — I 


A = 



r 





«1 

6. 

X 

«1 

p. 


a. 

62 


«2 

p. 



b. 


a^ 
o o 

G O 


O 

«4 
p. 


O 
— I 


Dans ce dernier déterminant, à la première colonne, ajou- 
tons a, fois la troisième plus a^ fois la quatrième; puis à la 
deuxième ajoutons 61 fois la troisième plus (2 fois la quatrième 
colonne; nous obtenons 


o 
o 


o 
o 


I 





— I 

«l 

«2 

p. 

p. 


axOLi-\- a^a^ 6iai-f-62a2 

a,p,4-a2p2 61 Pi H- 62 Pî 

mais ce déterminant est égal au produit des deux détermi- 
nants (96) 

a,pi-f-«2P2 61 Pi -H *2P2 

dont le dernier est égal à i ; donc on a 

aiCCi-h atXi 6, a, 
a,pi-f-a2P2 6ipi 

ce qu'il fallait prouver. 


A=r 


— I 





— I 

62*2 


62P2 

» 


99. On obtiendra le produit des deux déterminants du troisième ordre, 


«2 b. 


a% bi C3 


«I Pi 7i 
«2 P« Va 

«3 P3 73 
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en opérant d'une manière analogue sur le déterminant équivalent à ce 
produit 


A = 


^1 
«3 

G 




— I 





G 
G 


G 
O 



a 


p. 

7i 


G 

I 

G 


a. 


G 

G 

— 1 

«3 

P3 
73 


qui est du sixième ordre. 

On ajoutera à la première colonne la somme des produits des trois 
dernières colonnes par les éléments respectifs a^^ a^^ a^\k\dL seconde 
colonne la somme des produits des trois dernières colonnes par les élé- 
ments respectifs 6^ b^^ ^3; à la troisième colonne la somme des produits 
des trois dernières colonnes par les éléments respectifs c,, c^, c^. On ob- 
tiendra ainsi le déterminant équivalent 




G 

G 



— I 

G 

G 





G 



G 

— I 

G 

G 

G 

G 



G 

G 

— I 

''i«I-^«2a2-+-^3«3 

^«l-^^S-^^«3 

C OL -\- C OL 

+ ^3 

3 

«. 

«2 

«3 

«.?,,-+- «2 ^2-^- «3 Pa 

b^-^KP.^bA 

^.P.-+-^2?2 

-+-^3 

P3 

P. 

P.2 

P3 

^.7,+ «2 72 -+-^373 

^7,-+- ^272-^^73 

^.7, -+-<^272 

-*-^3 

73 

7. 

72 

73 


Or ce déterminant est égal au produit négatif des deux déterminants 
mineurs du troisième degré, disposés en diagonale (97), dont Tun 


— I o o 

G — I G 

G O — I 


(D) 


^. 

K 

^. 


«2 

K 

C2 

X 

", 

h 

^3 



est égal à — I ; donc on a encore 

«1 Pi 7, 

°^2 P2 72 

«3 P3 73 

«l«,-^^2«2-+-^3a3 ^«l 

«lP.-^«2p2-+-^3?3 ^P.-^ 

^i7,-^ ^'272-+- «3 73 ^i7i^ 

100. Binel et Cauchy ont déduit celle proposition des cas 
particuliers qu'avaient donnés Lagrange, dans \qs Mémoires de 


b,y,-hb,CL, 

c.a,-+-c,a,-hr3a3 

hA-^h^. 

^.P.-^^2P2-^^3P3 

^2 72-^-^3 73 

^.7i-+-C272^-^i73 
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l'Académie de Berlin, 1773, p. 285, et Gauss dans ses Disqui- 
sitiones arithmeticœ, iS'j, i58 et 268; ils l'ont énoncée et 
démontrée dans des Mémoires qui ont été publiés en même 
temps dans \e Journal de l'École Polytechnique, XVP Cahier, 
p. 286, et XVIP Cahier, p. 81 et 107. 

101. Remarque I. — Le produit A de deux déterminants d 
et d peut s'écrire sous quatre formes, en général différentes 
(Càught, Journal de V École Polytechnique, XVIP Cahier, 
i8i5, p. 83). 

En effet, on peut composer : 

i"^ Les éléments de chaque ligne de i avec les éléments de 
toutes les lignes de d\ 

7^ Les éléments de chaque ligne de d avec les éléments de 
toutes les colonnes de d; 

3® Les éléments de chaque colonne de d avec les éléments 
de toutes les lignes de d\ 

4** Les éléments de chaque colonne de d avec les éléments 
de toutes les colonnes de d. 

Ainsi Ton a le produit des deux déterminants du second 
ordre 


/ 


a, 6, 
a^ &3 


X 


a. (3 

a. (3 


(III) 


a, ai H- bx (3, 

a, a. H- bx (32 

a, a, H- 62(3, 

«a «2-+- 6a Pa 

a,ai-ha,(3, 

axXi-h «aPa 

6iai-+-6a(3i 

bxOti-h 62 Pa 

axOLi-^- bioc2 

ax (3, -4- bx Pa 

a^OLi -f- 6a «2 

«.Pi-hftaPa 

«!«!-+- atOL:t 

a,(3,-4-a2Pa 

61 «l H- biOLt 

A(3i-4-6>P2 


Si l'on effectue et qu'on développe ces quatre produits et 
que l'on supprime dans chacun d'eux les termes égaux et de 
signes contraires, on trouve la même quantité 

«laiftaPîH- a^oCibt^t — «aaiét(3i — aiotibi^i 

=:aibi{axPi— aa(3i) — «2*1 («i (3a— «2(3.) 
= [aibf-atbx) (ai(3,— «2(3, )• 
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I. 


n. 


m. 


IV. 


102. Remarque II. — Si Ton avait à faire le produit de deux déter- 
minants d'ordres différents, on transformerait celui de moindre degré en 
un déterminant de même ordre que Tautre (67). 

Ainsi Ton a 


fl. 


a^ 


a. 


1 

1 


«1 ?1 


2 

1 

X 

1 II 

— 

3 





= a^ 


a. 


K ^7 
^3 ^3 


I o 
o a. 


o 
X o OL. p^ 


ûf. 


fl. 


^3«|-+-^3Pl *3« 




r'-^ 


103. Exemples. — Nous donnons ici» comme exercices» 
quelques produits de deux déterminants : 


•s / 

^ t 

I 


X 

X I 


A 

B C 

1 
i 








x' y I 

X 

A' 

B' C 



^ y I 


A" 

B" C" 

' 



A j: -h B/ -h C 

k'x -h B'r -+- c A''x -h wy -h C" 


C 


Ax' -+- By -+- C' 

A'x' -h By H- c A"x' -h By -h C" 

• 


A^"-+-By'-hC 

' AV-4-By-hC' A''ar''-hB'y--C" 


c 

1 o G o 

o 

I o 


01 I I 



I a a 
o i b p 

X 

I 

I 

o a a 
b p 

— 

I û'-ha* âr& -4- a^ «c -h «7 
I ab-\-(x.p b*-h P' bc -t- ^7 

• 


I c 7 


I 

o c 7 

1 I ac -hay bc -{- Py c* n- 7' 


I o o o 


o 

ICO 


01 I I 


i a a. 
i b p 

X 

I 
I 

o a' a' 
o b' P' 

— 

I aa'-+- aa' ^a' h- ^a' ca' -h 7a' 
I û^'-hap' bb' -h PP' cb' -h yP' 

• 

i c y 


I 

o c' y' 


I ^7c' -f- 07' ftc' -h p7' ce' -h 77' 


I a^-ho.^ — ia - 

— aa 


à* ■+■ OL^ I a a 



I c* -h 7* — ic - 

-2? 

— ay 

X 

^»-f-.p' I b p 
c* -h 7* I c 7 

m 


I i 

i'-hS' 

— 2 

d - 

-2? 



^H 

-S' I d $ 






^a-^by-h(si^py (a-c)'-f-(a-7)^ (,jr-^>+(a_^)» 


{a^cY-h{<x—yY (b^cY-^(p-yY 


(b^cY -^iP^yy (b^d)'-^{p-.$Y 

o {c^d)'-\-(y-SY 


(a-_^^H-(a-^)« [b--d)'-h{p^9Y (c-dYMy-^y 
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V. 


a 

h 
c 
d 

I 
t 


[h 

[b 
(b 


b 
-a 

d - 
c 

a-f-b 
b-a 
c-^d 
d-hc 

c 
c 
c 
c 


c 

d 

■a 
b 


c I 


X 


— a 


I 
I 
I 
1 


c-hd 
d-hc 
a-+-b 
b-a 

d—a) 
d-a) 
d—a) - 
d—a) - 


a 

b 

•c- 

d- 


b 
a 
d 
c 


I 

— I 

I 

I 

c-i-d 
d-hc 
a-+-b 
b-a 


I 

I 

— I 

I 

a 
-b 
— c 
^d 


I 

I 

I 

— I 


b-c 
a — d 
d-\-a 
c-b- 


d 
c 
b 
a 


(c 


d-^a 
d-i-a 
d-^a- 
d-i-a 


b) 
b) 

b) 
b) 


(d-ha 
{d-i-a 
(d-ha 
[d-ha 


b-c) 
b-c) 
b-c) 
b — c) 


a-hb 

— b — a 

— c-hd 

— d-hc 

(a-^b 

— {a-hb 

-(a-hb 
(a-\-b 


c — d 
d—c 
a-b 
b-ha 


c-d)^ 
c — d) 
c — d) 
c-d) 


= (b-hc-hd—a) (c-hd -ha— b) (d-ha-hb—c) (a-hb-hc—d) 


(b-hc-hd—n) [c-hd-ha-b] (d-ha-hb—c) (a-hb-hc-d") 


Dans ravant-dernier déterminant, on a changé les .signes 
des trois dernières lignes, ce qui change le signe du déter- 
minant. 

Le second et le dernier déterminant étant identiques, on 
en conclut que 


— a 

b 

c 

d 

/ (6 -{- c -4- rf — a 

b 

— a 

d 

1 

C 

\ >c[c-\-d-{- a— b 

/ 

c 

d 

— a 

b 

X(rf-f-a H- i — c 

d 

c 

b 

— a 

X[a-h b -\- c — d). 


104. Application. — Nous pouvons appliquer la règle de la multipli- 
cation de deux déterminants du second ordre à la démonstration d'un 
théorème d'Ëuler. 
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Dans l'identité (I) du n** 98, posons 
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"1 = 

= -h a -h b \f— 

^, 

^1- 

4-û' 

-^V-i, 

«,= 

= -f- c 


■I, 

«2- 

-f-c' 

-f- r/'v/=T, 

*.= 

- — c 

-^ds/~ 

-Ji, 

1^. 

c' 

-^d'yj-i, 

K- 

- -^a 

-^byT- 

-i, 

P.- 

-^a' 

-^'V-i; 


•f 


nous aurons, pour les deux facteurs du premier membre, 


a, b^ 


a^ b^ 


«2 P2 



^7 


by/-i 


a 


a 


d\/- 

b/- 

dyj'. 

bW- 


= fl^ 


b'-^c" 


^, 


==û'^^^'2_^c'--hrf'S 


tandis que le déterminant du second membre aura pour éléments 


^/,a, 


a ex. 


= ( 


a-+-év/-i)( 
c-4-rfv/~)( 


b,a, 


ù,a,= (- 


«' -t- b' /- 

c'-(-rfV- 
o'-t-èV- 


T) 
T) 


(c 


rf v/Z7) (a' 

6 v^37) (c' 

b v/^) (a' 


'^v'-i) 




OU bien 


a, a^ -t- «2 «2 - 

(«/2' é^'-+-cc' dd')-h{ab'-¥-ba'-hcd'-hdc')^' 1, 

«.P.-+-^2P2- 

[ac'-^bd' ca' db')-^[ad' bc' cb'-hda')\/ i, 

^i a. -^ ^2 «2 ~ 

(ac'-^bd' ca' db')-^(ad' bc' cb'-¥-da')y/ 1, 

^.P.H-^,P,- 

[aa' bb' -h ce' dd' ) [ab' ^ bd -+- c</' -4- ûfc' ) y^- 1 . 


Ce déterminant sera par suite 

A 
-C 


Bv/— 1 C+Dv^— I 


= A=-l-B'-^-C='+D^ 


2 ; 


OÙ 


k^ad— bb' -+- ce' -dd', B -= «6' + ^«'h- cd' -+- rfc', 
C = «c' H- 6rf'- ca'- db', D = «r/'- bc' — c^' -h r/û'. 


74 LIVEB I. — GBAPITRB 111. 

Notre identité deviendra ainsi 

(a»-f- A' -h c»-h rf») (fl'»-f- 6'*-+- c"-h if') 

:= ( W- ^^' :+- ce' - £/^/)'-h («ft'n- ^aV cd-^ de* y 
-+- (oc' -h ^^- ca'— rf6')'-f- (oif— ^'— c^'-h <fo')% 

ce qui démontre le théorème suivant : 

Le produit de deux sommes de quatre carrés est lui-'méme la somme 
de quatre carrés (*). 

Il reste à remarquer que Tégalité précédente peut s'écrire de plusieurs 
manières ; car on a évidemment le droit de changer le signe de l'une quel- 
conque ou de plusieurs des huit quantités «r, b, c, d; a', b\ c\ <f . 

Ainsi, en y changeant les signes de b et de ef^ elle devient 

(«»_H ^»-h c'-i-d") («'»-h b'^-i- c'^-i- d^) 

= (aa*-^ bb'-h ce' h- dd^-h [ab' — bd- cd -^ dc'y 
-+- (flc'n- bd- cd—db'Y-h- (ad'— bc'-^ cb — ddf. 


§ IL — Carré des déterminants. 

105. Dans la formule (I) du n"* 98 posons 
(i) ai = a„ (3i=éi, «i — Oj, Pa=éj; 

nous trouvons ainsi le carré du déterminant du second degré 


ai bx 


a 


-ha? aifti-hajéa 


ou 


ai6| + ai63 h\-^b\ 

(aib2—atbiY= {a\ -h al) [b] -^ b]) — [a.bx-^-a^b^Y. 
Ce résultat, qu'on peut écrire 

[a\-^a\) (6îH-6j) = (aifta— a,6i)'-4-(a,ft, + 0,62)% 

prouve que : 

Le produit de deux sommes de deux carrés est lui-même la 
somme de deux carrés. 


( * ) V^ir les Propositions relatives à la théorie des nombres, par M. E. CAiA- 
\9ji\N0u9elles Anntdes de Mathématiques, 2' série, 1874» t. XIII, p. 5aa). 
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i06. Si nous introduisons nos mêmes hypothèses dans les formules (III) 
du n"" 101 , nous verrons que le carré du déterminant du second ordre 
peut se mettre sous les trois formes suivantes : 


«1 

*. 

3 

a]^b\ 

a^a^-+-b,b^ 

"7 

*, 


a,a,-hb,b. 

a\ + b\' 



a\-^a^b, 

a,a^-ha^b. 



a^b^-hb,b. 

a,b,-hbl 



a] -h al 

a,b^-^a^b^ 



"■— 

a,b,-^aX 

■ • mm 

b\ + b\ 


107. Le carré du déterminant du troisième ordre s'obtient de même 
par la formule (II) du n*" 99, en y posant 

«! = «!» Pl=^» 7l = ^l» 
«2 = ^2y P» = K 72 = ^2» 
«3 = ^3» P3=^» 73=^3- 

n vient, par suite, 


^t 

^ 

^1 

2 

a\ -h^J-f-c} 

a^a^-^ b,b,-h c^c. 

«i«3-+-^i^3-^^i^. 

^2 

K 

^2 

• 

ûr,ûr,-hô,^,-hc,r. 

al-hbl-i-cl 

«2''3+^2^-+-^2^3 

«3 

K 

^3 


a^a^-^ b,b^-{- c,c^ 

a,a^-^ b,b,-h c^c^ 

ol-f-bl-hc] 


Nous voyons, par ces résultats, que le carré d*un déterminant est un 
déterminant symétrique. 


§ III. — Les DÉTERMINANTS MULTIPLES. 

108. Lorsque, dans un déterminant, tous les éléments de la première 
ligne ou de la première colonne sont égaux à Tunité, on peut en sim- 
plifier la notation par la suppression de cette ligne ou de cette colonne et 
par le dédoublement de chacune des deux barres qui comprennent le 
déterminant. 

Ainsi les deux notations 


(I) 


I 

I 

I 

«. 

b, 

^I 

a. 

b. 

C2 


«, b, c, 
^2 K ^1 
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représentent chacune la somme des trois déterminants 


K c. 


^1 ^1 


^1 *i 


Ces trois déterminants sont liés entre eux par les deux relations 


û. 


n. 


6. 

«^1 

+ *■ 

^. 

^. 

-h C, 

^1 


<^, 

1 

^2 

''a 

1 

^2 

b. 

<•• 

-^. 

^2 

«2 

-^-^2 

«2 



= 0, 


= 0, 


qui reviennent aux égalités évidentes 


«. 

^. 

^1 


^2 

^ 

^2 

^x 

K 

<^. 

- 0, 

«1 

^ 

^1 

^2 

à. 

^2 


«2 

^2 

^2 


= o. 


109. De même les quatre déterminants 
compris dans la notation 


(II) 


sont liés entre eux par quatre relations, dont la première, par exemple, 

«.(^^2^3)-^('^l^2^3)-+-^l(^i*2^3)— ^|{«l^^3)=0 


". 

K 

<=, 

d, 

". 

b. 

<=, 

d. 

«3 

b. 

«^3 

d. 


exprime qu on a 


fl, b^ r, (i^ 


*i 


b, c, r/, 


«2 ^2 ^2 ^2 
«3 h ^3 ^3 


= O. 


ce qui est évident. 

110. Définition. — De pareils déterminants peuvent se désigner par 
la dénomination de déterminants multiples. 

Une notation, analogue à (I) et (II), peut être employée pour repré- 
senter « -f- 1 déterminants du /i**™ ordre, dont chacun ne diffère de tous 
les autres que par une ligne ou par une colonne. 


PRODUIT DE DEUX DÉTERMINANTS. 
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111. La règle donnée au n*' 98 pour la multiplication des déterminants 
ordinaires peut aussi s'appliquer au produit des déterminants mul- 
tiples. 

Ainsi la somme des trois produits de déterminants que Ton peut for- 
mer, en multipliant chacun des déterminants de la série 








«1 

^ 

^i 








^2 ^2 ^2 


par le déterminant correspondant de la série 


«1 Pi 7. 

A 


«2 P2 72 

7 

c'est-à-dire la somme 


• 

p. 7, 
P, 7, 

-1- 

1 


• 

7. «1 

72 «2 

-h 

«. ^1 
«2 ^2 

• 

«. P. 

S P, 

est égale au déterminant 


a,a, -1- è.P, -+- c,7, fl,a, -t- i,p, h- c,7, 

• 




a, a,- 

^b, 

\^ 

-^t73 

1 ^ 

'2«2-+ 

-*, 

P2-H 

^272 





En effet, considéroas le déterminant du cinquième ordre 


(i) 


A= — 


^t 

^2 

1 





K 

^ 



— I 



^t 

^2 





— I 





«1 

P. 

7i 





«2 

P, 

72 


nous pouvons le décomposer en produits de deux déterminants, dont 
l'un est du second et l'autre du troisième ordre. Nous trouvons ainsi que 


A= — 


^1 «2 
b. L 


o o —I 

«i Pi 7i 

«2 P2 72 





1 







^1 

^2 


«, P. 

7t 


*. 

*, 

• 

^1 

^2 


«, P, 

72 


«^i 

<^. 



— I o o 

«1 Pi 7, 

I «2 P2 72 


Si nous ordonnons les déterminants du troisième ordre suivant les 
éléments de la première ligne, nous verrons que 


^ = 


a, a, 
b,. b. 

• 

«1 Pi 
«2 P2 

-f- 

«1 «2 

• 

«1 7. 

«2 72 

^ 

^1 ^2 
^1 ^2 


Pi 7i 

P2 72 
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Changeant les lignes en colonnes dans les premiers facteurs, on à enfin 


(a) A = 


", 

*. 

• 

«t p. 

-h 

«1 

^1 

• 

«1 7i 

-f- 


^i 

• 

"* 

*, 


«, p. 


«3 

^7 


«3 72 


^ 

^, 



Pi 7. 
P, 7. 


. Nous pouvons obtenir une autre forme par l'expression de À. Dans le 
déterminant (i), aux deux premières colonnes, ajoutons les sommes des 
trois dernières colonnes multipliées, d'abord par a^J b^^ c,, ensuite par 
^s> ^si ^1) ^0^ trouvons que 


A= — 


o 

G 
O 


O 
O 

O 


«I «I ^- *i Pi -+- ^1 7. «2«. 


^Pi-+-<^27, 

^2?, + ^a72 


— 1 

O 

o 

a 


I 


ou 


A = 


«i«i -^- ^Pi ^- <^.7. «iS -+- ^Pt ^- <^2 7. 

«t«2 -^ ^ P2 H- ^.7» «a», H- ^P2 -+- ^//j 


— I 
O 
O 


o 
o 

p. 
p. 

o 

-I 

o 


o 
o 

— I 

7t 

7» 

o 
o 

— I 


Or le second facteur est égal à — i ; donc A est égal au premier facteur 
changé de signe. 
On voit ainsi que la somme des trois produits (2] ou 

(^,c,-c,^J(P,7,-7,?,)-h(r,tf,-âf,c,)(7,«,-a,7j 

K^,-^i«2)(«iPi— Pi«i) 


T' 


est égaie à la différence des deux produits 

(^ï.a, -f- ^,p, -h r,7.) («2«2^- ^2p2 + ^272) 

- (^l «2 -^ ^ P2^l72) {^2«I -^ ^2Pl -+- ^a7l )• 


iiâ. La règle précédente nous conduit immédiatement à une formule 

que Lagrange a donnée dans son écrit Sur les pyramides (1). 

Supposons que le second déterminant multiple soit identique avec le 

premier. En posant 

c. 


«1=^1» Pi = ^n 7 


'!> 


*2» 


r%=^» 72 


dans régalité précédente, on obtient de suite h formule de Lagrange 

(b, c^ - c, b^i^ -h (c, fl, — a, c,)» -h (û, b^ - b, ^3)^ 

= {a]-hb\-hc]){al-^bl'¥-cl) — {a^a,-^b,b^'^c^c^Y. 
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Cette formule fournit Texpression du sinus de Fangle des deux droites 

X __ y z ^ _ X _ ^ 

sachant que le cosinus de Tangle de ces droites est 
pour des axes de coordonnées rectangulaires. 


LIVRE IL 

APPLICATION DES DÉTERMINANTS A L'ALGÈBRE 

ET A LA TRIGONOMÉTRIE. 


CHAPITRE PREMIER. 

RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES EXPRIMÉES 

EN DÉTERMINANTS. 


113. Lorsque le premier membre d'une équation algé- 
brique se trouve mis sous la forme d'un déterminant , le 
développement de ce déterminant peut mettre en évidence 
une ou plusieurs racines de cette équation. Ces racines elles- 
mêmes peuvent s'obtenir souvent sous forme de détermi- 
nants. 


Ainsi, dans l'équation 


di 6, 
di 62 


d. 


Ci 
Ci 

63 C3 


= 0, 


le premier membre se décompose dans les deux détermi- 
nants (56) 

aiX bi Cl 


a-xX hi Ci 

Cl% X O3 C3 


-f- 


dx bi Cl 

di bi Ci 
dz 63 C3 


dont le premier est égal à ( 28 ) 

X 


ai Oi 

«3 ^3 


Ci 
Ci I 


DosTOR. — Déeerm, 
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cette équation revint donc à 

rf, bi Ci 
di bi Ci 
rfs bi Ci 


x=: — 


ai bx Cl 

£ls 62 Ci 

ttt bi d 
On verrait de même que Téquation 


Cz-hD A 
az-hp — I 

9 


bz 


B 

o 

o — I 


= 


donne 


z = — 


Ap-4-Bg-4-D 

Aa-hBb 4-C 


m. Le premier membre de Téquation 


a' — X 


ah — :pcos9 


ab — xcosQ b^ — x 


= 


se décompose dans les quatre déterminants (56) 


a* ab 
ab b' 


-^x ab 
— a;cos6 6* 


a* — j;cos6 
ab — X 


— X — j;cosd 
— X cos 6 — X 


dont le premier est nui (30), dont les deux autres admettent 
les facteurs —bx et —ax, et dont le dernier est divisible 
par x^; notre équation revient par conséquent à la sui- 
vante : 


— bx 


I a 
cos 9 b 


cos 6 


— ax 


I cosô 
cosd I 


= 0, 


qui peut s écrire 

— bx (b — acosO) — ax (a — 6cos9)-4-^*sin'ô = o 


ou encore 


X ( J7sin^ — a* — 6* 4- aaft cos 6) ~ o. 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

et donne pour x les deux valeurs 


X =o, 


x" = 
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115. Pour résoudre l'équation 

\ X a h c 
a X o o 
b o X o 


c o o X 


— o. 


où rinconnue x occupe ladiagonale, nous diviserons d'abord 
les trois dernières colonnes par x et nous multiplierons par j; 
la première ligne; le déterminant aura été divisé par x', de 
sorte que Téquation deviendra 


x^ a 


a 
b 


1 o 
o I 

o o 


o 
o 


o. 


Divisant ensuite les trois dernières colonnes respective- 
ment par a, by c, puis multipliant les trois dernières lignes 
par les mêmes quantités, on obtient 


X' 


x^ 
h- 


I 
I 
o 
o 


I 

o 
I 
o 


I 
o 
o 
I 


o, 


et, en développant, 


x"^ [x^—a^ — 6» — £?») = o ; 


d'où il vient 


a/ = o, x" z=i±L ^/oM- b^ -4- c^ 


Si a, 6, c sont les trois arêtes contiguës d'un parallélipi- 
pède rectangle, x sera la diagonale de ce parallélipipède. 

6. 
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116. L'équation 


I I I I 

X a o o 

X o b o 

X o o c 


= o 


se résout immédiatement en développant le premier membre 
suivant les éléments de la première colonne; elle devient 
ainsi 


a 

o 




o 

b 

o 

— X 

o 

o 

c 



I 
o 


I 

b 


I 
o 


X 


a 


— X 


a o o 
o b o 


= 0y 


et se réduit a 


d'où Ton tire 


abc — X [bc -^ ca -\- ah) z=z o\ 


1 I I I 
X a b c 


Si ay b, c sont les rayons des trois cercles exinscrits à 
un triangle donné, x sera le rayon du cercle inscrit dans ce 
triangle. 

117. Dans le premier membre de Téquation 


X a a a 


a X a a 


a a X a 


a a a X 


= 0, 


tous les éléments sont égaux entre eux, à l'exception de ceux 
de la diagonale, qui sont égaux à l'inconnue. 

On retranchera la première ligne de chacune des trois sui- 
vantes^ ce qui donne 


X 


a 


a 


a — X ^ 
a — X ' 
a — x 


— a o 
o x-^a 
o o 


a 

o 

o 

x — a 


= o, 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

« 

OU, en divisant les trois dernières lignes par x — a. 
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[x — aY 


X a €L 


— I 


=:^0, 


Mais il est facile de voir que ce déterminant est égal à^ h- 3a; 
par conséquent, notre équation revient à 

[x — aY (ar-i-3a)=:o; 

donc trois racines sont égales à a et la quatrième est — 3a. 

118. Dans le déterminant de l'équation 

X a b c 

a X c b 

b c X a 

c b a X 


— o. 


à la première colonne ajoutons les trois suivantes; cette 
équation devient 


j: H- a -h 6 -I- c abc 

a-^-x-^-c-^b X c b 

6 -h c -f- a: H- a c x a 

c '^- b '\- a ~\- X b a X 


= o. 


dont le premier membre est divisible par x-^a-^-b + c. 

Si l'on avait ajouté les quatre colonnes multipliées respec- 
tivement par 1,1, — I et — i, on aurait trouvé que le déter- 
minant est aussi divisible par or -f- a — 6 — c. On verrait de 
même qu'il est encore divisible par x-\-b — c — a et par 
x-{-c — a — b. 

Par conséquent, le premier membre de notre équation est 
divisible par le produit 

(a?-f-a-i-6 + c?)(a7-i-i — c — a][x-{-à — a — b)[x-\-a — b — c). 
Or le premier terme de ce produit est x\ de même que celui 
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de noire déterminant; donc Téquation donnée revient à 

(^-f-a-h6-4-c)(a:-i-ft — e — a)(^-4-c — a — b)[x'^a — b — c)=o 

et admet les quatre racines 

jT, = ft -f. c — a, jT, = c -+- a — by 
Xt = a-h b — c, a?4 = — a — b — c. 

* 119. Le premier membre de Téquation 

a X X X 

X b X X 

X X c X 

X X X d 

a tous ses éléments égaux à rinconnue, à Texception de ceux de la diago- 
nale. 
Retranchons la première ligne de chacune des trois suivantes : il nous 

vient 

a X X X 

X — a b — X 


— o 


o o 

X — a o c — X o 
X — a o o d — X 


= o; 


et, en développant suivant les éléments de la première colonne, 

b — X o o 

-{x — a) 


o 
o 


(x — a) 


c — X o 

o d — X 

XXX 

b — xo o 
o o d — X 


-{x^a) 


XX X 

oc — X o 

o o d — X 

X XX 

b — X o o 

o c — X o 


= o; 


on en tire immédiatement 

a {b —x) (c — x) (d — x) — x(x — a) (c — x) (d—x) 
— x(x — a)(b — x){d — x) — x(x — a) {b —^ x) (c — x) = o^ 

puis, en ajoutant et retranchant x(x -^ b) (x — c) (x — d), 

{x — a){x — b) {x — c) 
[x — b) (x — c) {x — d) 
(x — c) (x — d)(x — a) 
(x — d) [x — a)(x — b) 


(x — a) (x — b)(x — c){x — d) —j: 


= 0. 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 
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Posons 


(x — a) (x ^ b) (x — c)(x — d) =(f(x)y 


le facteur entre crochets sera égal k(f'(x) et notre équation deviendra 


tf(x)-~x^'(x) = o, 


on encore 


3 jr* — %(a -hb-i-c -hd)a^-¥- [ab-k-ac-\-ad-hbc-\-bd-^cd)x^ — abcd=o. 
* 120. Proposons-nous encore de résoudre l'équation 


û^ 


(a-i-xY [b-hx^ (c-i-xy 
(^a-hxY (^b-^xY {^c -h xf 


= o. 


Des deux dernières lignes retranchons la première multipliée respecti- 
vement par I et 8; nous obtenons, en divisant chaque fois par x. 


Za' 


or 
3ax 


X' 


b' & 

3ô^-+- Zbx -+- x^ 3c^-+- 3cx H- x^ 


lao'-h 6«x-i-x*' la^^-hôôx-hor^ lac^H- 6ca:-i- x' 


retranchons maintenant la seconde de la troisième et divisons par 3 la 
ligne résultante ; il nous vient 


3a:* 


a* 
3û*-H Zax 
%a^-\-ax 


b^ 

36*-+-3Ôj?H-x^ 

Zh'^bx 


3c' 


Zcx 


X' 


3c= 


ex 


= o 


enfin retranchons la dernière ligne de la deuxième, puis divisons par x\ 
nous trouvons 


Za? 


7,a-\'X làb -i- X !kc-\-x 
Za'-+-ax 3b^~hbx 3c'-*- cj: 


= o. 


Cette équation peut encore se simplifier. Retranchons la première co- 
lonne de chacune des deux suivantes et divisons par b^a et c — a\ 

nous obtenons 

û* (â-^- ab-^h^ a^-\- ac-^ c* 

2a -h X a a 

Za^-i-ax 3a-^3b-hx 3a -h 3c h- ^ 


3^(^ — û)(c — û) 


= o 


retranchons la seconde colonne de la troisième et divisons par c — b; 
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nous avons 

3jr»(6--a)(c 


a)(c-ô) 


c? 

fl'-+- ûÔH- h^ 

a-\-b 

ia-^ X 

2 

o 

Zc^-^ax 

3fl-t-3^-Ha: 

3 


= o. 


Cela fait, à la première colonne ajoutons à la fois la seconde multipliée 
par — a et la troisième multipliée par ab\ puis de la seconde retranchons 
la troisième multipliée par a-h b; nous trouvons Téquation 


3x'(b — a)(c — a)(c — b) 


qui revient à 


abc 

X 

o 


— {bc 


ca 

2 

X 


ab) a 


b 
o 
3 


= o, 


Za?{J> — CL){c — à) [c — ^)[(fl -h è -4- c) x^-t- 3 [f>c -^ca->r-ah)x->r ^abc\ = o. 

Les trois premières racines sont nulles et les deux dernières sont 
fournies par Téquation du second degré 


[a-h b -i-c)x^-}- 3(bc -h ca -h ab)x -+- 6abc = o. 
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CHAPITRE IL 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


§ 1. Résolution des équations linéaires non homogènes. — § II. Résolution 
des équations linéaires homogènes. — § III. Résolution d'équations linéaires 
en nombre différent de celui des inconnues. 


§ I. — Résolution des équations linéaires non homogènes. 

'121. Proposons-nous de résoudre le système des trois 
équations du prenoiier degré à trois inconnues 

Iaio: -h bijr -{- CiZ = kt, 
a^x -f- b^y -h CiZ = A*,, 

Appelons A le déterminant du système des premiers mem- 
bres de ces équations, c'est-à-dire posons 

at bi Cl 
Oi bj Ci 
«3 bi Ci 

AGn d'obtenir la valeur de l'inconnue x qui satisfait au 
système (i), multiplions ces trois équations respectivement 
par les déterminants mineurs (ftjCs), — (ftiCa), -f-(6iCî,), pris 
alternativement avec le signe -f- et le signe —, qui corres- 
pondent aux éléments ai, a,, a^ de la première colonne du 
déterminant A, et ajoutons; nous obtenons l'équation 

x[ax[b2Cz) — a^ibiCi) -4- «3(^1 c,)] 
+ j[ft|(*jC3) — ^^(ftiCa) -h b^lb^Ci)] 


N ^ = 


(3) 

-4- z [0,(63 C3) — Ci{btCi) -h 03(616': 

^= ki{b2Ci) — kilbid) -h kiibtCt). 
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Or nous savons que (42 et 47] 


bi (éaCa) 

CiibiCi) 


a^ibtCi) 
62(6103) 
c,(6|C?3) 


«3(6,02) 
63(6,Cj) 

03(6, Cj) 


A, 
o, 

o; 


d'ailleurs il est évident que 


A-|(6,C3) — A"i(6,C8) -+- /r,(6,C2) = (^16203); 
par conséquent notre équation (3) se réduit à 


Ax ou (fli 6,03) X:r~ (Ai-| 6303) 


et donne 


(I) 


X=: 



k, 

b, 

c, 


k. 

b. 

Ci 

(A-, 6,03) 

k. 

b. 

c. 

(a, 6,03) 

a, 

b, 

Cl 


a. 

b. 

c. 


«3 

b. 

c> 


Pour avoir la valeur de 7, il suffirait de multiplier les.trois 
équations (i) respectivement par les déterminants mineurs 
(ûaOg), — («iCs), -^{axd) des éléments 6,, 6„ 63 de la se- 
conde colonne de A, et d'ajouter. On aurait la valeur de z en 
multipliant (i) par les déterminants mineurs («363), — («163), 
(ai 62) et en ajoutant. On trouverait ainsi que 


^"^•^^"(«.6203) 


a, kl Cx 


a, 61 kl 

tti ki Ci 


a^ 62 A*2 

û« ks 03 

(ttibiks) 

ttz 63 kz 

ai 61 Ct 

(«1^2 C3) 

ai 61 Ci 

a-i 62 C2 


«2 62 Ct 

«3 63 Ci 


tti 6s O3 


On étendrait facilement cette méthode à un nombre quel- 
conque d'équations linéaires non homogènes à autant d'in- 
connues. 
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L'inspection des valeurs (I) el (II) nous fournit l'énoncé 
suivant : 

Règle. — Étant données n équations non homogènes du 
premier degré à n inconnues^ dont les seconds membres sont 
des quantités connues y la valeur de chaque inconnue est égale 
à une fraction ayant pour dénominateur le déterminant des 
inconnues et pour numérateur la valeur que prend ce déter- 
minant ^ lorsqu'on y remplace les coefficients de l'inconnue 
par les termes connus. 

Cette solution a été indiquée pour la première fois par 
Leibnitz [Lettre à LHospitaldu 28 avril 1639], puis décou- 
verte de nouveau par Cramer [Analyse des courbes algé- 
briques, lySo; Appendice, p. 658). 


122. Exemple I. 


7.x -^6 y 
Sûù — ^y 


On a 


A=r (a, 6,^3) = 


[k.b^Ci) 


(a.A-jCs) = 


[a^biki] = 


2 
8 

48 
18 
21 

5 
2 

8 

5 
2 

8 


3z 
3z 
iz 

3 

6 

—3 

3 

6 

-3 

48 
18 
21 

3 

6 

-3 


-48, 
= 18, 
= 21. 

3 

—3 

a 

3 

-3 

2 

3 

-3 
2 

48 
18 
21 


= — 23l, 


= — 693, 


m— Il 55, 


-i386; 


de sorte que 
_~693 


x=^ 


23l 


3, J=r 


~ii55 

— 23 1 


==5, z 


-i386 

— 23l 


= 6. 
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123. Exemple IL 

Sx 
Sx- 

On trouve ici 


3z = I, 

22 = 8, 

77 — 2. 


A = (a, 6, C3) = 


-y 


(ai ki 63) = 


o 4 

l o 
5 -^ 

o I 

3 8 
5 2 


—3 

— 2 

o 

-3 

— 2 

o 


23, {ktbiCi)=: 


— Q2 


^ (aibiii 




de sorte que 


I 

4 

—3 

8 



— 2 

2 

: 





4 

I 

3 



8 

5 

7 

2 


^ 


i38 

23 


= ^' y=^ = ^' ^ = 


ii5 

23 


= i38, 


=ii i5; 


= 5. 


124. D*après la règle du n^ 121, le système des quatre 

équations 

fli a? H- 61 j^* -h- c, 2 M- di « =: A*! , 

a^^r -f- 6,j^-f- CjZ -h (/2W = /fa, 

1 3 ) ' { 


fournit pour les quatre inconnues les valeurs 
/i¥ï\ [kib^CsdA (axkjCidA [aMi^di] 

(û|f>2C3tf4) (ai62 6*3a4) (û|t>2C3a4) 


(0,6^03^4) 


125. Exemple III. — Pour le système des quatre équations 


y'\-Z'\'U-=iay 

o? -+- ^ -4- Z = rf, 


on a, en désignant par B le dénominateur commun et 
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par N,, N,, N„ N« les numérateurs respectifs des valeurs dés 
inconnues. 


D = 


N, 


N,= 


a I I I 

6 G I I 

c I o I 

d i I o 

i a i 

1 o b i 
1 i c i 
t i d o 


z=ia — b 


de sorte que 


ft-f-c-hd — ia 


x^=. 


rf, N^ = 


= 2C — d — a — 6, N« 


3, 


a I I 

1 '6 1 I 
I c o I 
\ d \ Q 

I I a 

1 o I 6 
I I o c 
\ \ \ d 


' r= 


-î 


2b — c — d — a. 


= 2rf — a-^6 — c; 


c-hrf-f-a — 26 


d-^a-^b — ic a-hb -hc — ^d 

Z= z: î U= :; 


126. Considérons en général un système de n équations non homo- 
gènes du premier degré à autant d'inconnues 


a^a: 


c,z 


(4) 


û^x -h b^jr-hc^z -t- . . . 

a^x-\-h^y-irC^z-^ .,,-hl^u = k\ ou 83 = 




= X\ 


= A 


ou s, 
ou S, 


= 0, 


O^^-^Ky-^^n^-^-'^^n^^K ou S„ = 0, 


et soit A le déterminant des premiers membres de ces équations, que 
nous supposerons différent de zéro. 

Pour avoir la valeur de x, multiplions ces équations, à partir de la 
première, par les déterminants mineurs A^ , A„ , A^ , . . . , A^ , respective- 
ment pris avec le signe -4- et — i, qui correspondent aux coeffi- 
cients ^,,^2,^3, . . . , a„ de l'inconnue x. Si nous faisons la somme des 
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produits, il nous viendra Téquation 

Le coefficient de l'inconnue x est égal au déterminant A (42) ; les coef- 
ficients de toutes les autres inconnues sont nuls, puisqu'ils s'obtiennent 
en remplaçant dans A la première colonne successivement par chacune 
des autres colonnes (47). Le terme connu est ce que devient A, lorsqu'on 
y remplace les a par les A qui représentent les termes 'connus dans 
le système (4)* On a donc, en faisant usage de la notation abrégée 
{il bis), 

(a^b,c^.,Jj («,^^3--0' K^^â---0' ' K^2<^3-"0 

Toutes ces fractions ont même dénominateur A; le numérateur de 
chaque fraction est le déterminant que Ton obtient, en remplaçant 
dans A les coefficients de l'inconnue correspondante par les termes 
• connus. Cette composition est bien conforme à la règle du n° lâl. 

427. Les valeurs (IV) des^ inconnues satisfont toujours au système (4) 
des équations proposées. 

En effet, pour avoir les inconnues, nous avons formé les équations 

S.A,^-SA, + S3A„^-...^(-i)-SA„ = o, 

S.A,^- S,A,^H-S3A,^- . . . ^ (-i)->SA, = o, 
(5) /s.A,^-S,A,^ + S3A,^-'...^(-i)«-S„A,^ = o, 


S.A,,-S,A,^ + S3A,^~...^(-i)"-'S„A,^ = o. 

D'abord il est évident que toutes les valeurs des inconnues, qui véri< 
fient le système (4), satisfont à ce dernier système (5). 

Je dis que réciproquement toutes les valeurs des inconnues, qui satis- 
font à ce dernier système (5), vérifient le système donné (4). 

En effet, multiplions les équations (5) respectivement par a^, -— b^, 
-f- c,, ..., ( — 1)""'/|, et ajoutons verticalement; dans le résultat les 
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coefficients de S,, S,, . . ., S. s'annulent (47), et il reste 

ou 

et, comme A est différent de zéro, il s'ensuit qu'on a S^ = o. 

On verrait de même que les valeurs des inconnues qui satisfont au sys- 
tème (5) annulent aussi lespolynômesS,, S3,. .., S„; par suite,les valeursfour- 
nies parle système (5) ou par son équivalent (IV ) vérifient les équations ( 4 ). 

Donc les valeurs (IV) satisfont au système donné (4). 

128. Nous avons supposé jusqu'ici que le déterminant A des coefficients 
des inconnues n'est pas nul. 

Voyons maintenant ce qui arrive lorsque le déterminant A se réduit à 
zéro. Dans ce cas, généralement, les n^ déterminants mineurs de A ne sont 
pas tous nuls. 

Admettons que le déterminant mineur A^., par exemple, soit différent 
de zéro. 

Soit S l'inconnue qui, dans les équations (4), est affectée des coeffi- 
cients e. Dans le système ( 5 ) se trouve l'équation 

(6) S.A,^-S,A,^+...-t-(-i)'-S,A,+... + (-i)-»SA„ = o, 

où le coefficient A, de S^ n'est pas nul ; par conséquent cette équation 
peut remplacer Téquation S^ =3 o dans le système (4). 

Si dans cette équation (6) nous ordonnons par rapport aux inconnues 
^,7", . . . , elle deviendra 

mais les coefficients des inconnues, autres que S, s'annulent (47) et celui 
de S est égal à A; par conséquent notre équation(6) se réduit à 

(7) AÇ = ^.A.^~^,A,^+... + (-i)«-U-A.. 

Or nous avons supposé que A = o; par conséquent, si le second membre 

(8) /.A,^^x-A,-^-...+(-irv.\ 

de (7) est différent de zéro, cette équation est impossible. Donc dans ce 
cas le système proposé (4) est impossible. 
Si au contraire le second membre ( 8 ) s'annule, l'équation (7 ) se changera 
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en une identité; par suite Téquation S, = o du système (4)} qu'elle rem- 
place, est une conséquence de toutes les autres équations ou d'une partie 
d'entre elles ; donc le système (4 ) se réduit à un système den—i équations 

(9) S, =0, S, = o, ..., Si_, =0, S^, =0, ..., S„ = o, 

à n inconnues. 

Dans le système réduit (9) faisons passer dans le second membre les 
termes e,Ç, e^^, . . ., ^i_i ?> ^i+i 5» • • • » ^»Ç) qui contiennent l'inconnue Ç.Si 
nous traitons S comme une quantité connue , nous aurons un système 
de w — I équations à /i — i inconnues, dans lequel le déterminant A' des 
inconnues est précisément A^,. En effet, dans A' n'existe aucun des élé- 
ments e qui servent de coefficients à Ç; de plus il ne s'y trouve aucun des 
coefficients a^, ô^, . . . , /^ de l'équation S,- = qui a été supprimée; par 
conséquent A' peut se déduire de A en y supprimant la ligne et la colonne 
qui contiennent l'élément e^\ donc on a A' = A^.. 

Puisque A^ est supposé différent de zéro, il s'ensuit que le système des 
équations (9) admet, pour les inconnues x,^, 2, . . . , une solution et une 
seule. 

Ces valeurs de a:,^, z, . . . , étant exprimées en fonctions de Ç , le sys- 
tème des équations (4) est nécessairement indéterminé; car à chaque 
valeur arbitraire donnée à Ç correspond un système de valeurs pour 

*^i X^ ^^ • • * • 

Donc, lorsque le déterminant A est égal à zéro et que Tun au 

moins A^ des déterminants mineurs est différent de zéro, le système des 

équations (4) est impossible ou indéterminé, suivant que le polynôme 

est ou non différent de zéro. 

129. Si les n^ déterminants mineurs du premier ordre étaient tous 

n^in — iY 
nuls dans A, l'un au moins des — ^ — ;— ^ déterminants mineurs du second 

ordre sera en général différent de zéro. 

Dans ce cas on verrait, d'une manière analogue, que le système (4) 
est ou impossible ou indéterminé, et que, s'il est indéterminé, il se réduit 
à 72 — a équations à n inconnues. 

En général, si tous les déterminants mineurs de A, jusqu'à l'ordre /i—/? 
inclusivement, étaient nuls, le système (4) se réduirait, dans le cas de 
l'indétermination, à tj — p équations à n inconnues. 

130. Résolution d'un système de n équations linéaires à 
n inconnues, dont une seule n'est pas homogène. — Suppo- 
sons que dans les équations (1] du n"* 121 les seconds membres 
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soient nuls, à l'exception d'un seul, ki par exemple. Le nu- 
mérateur de la valeur (I) de ^ se réduira à 


I 


/<•. 

b, 

c, 


b. 

Cj 

o 

b. 

c. 

= A-. 

•m 



b> 



b. 

Cz 

o 

c. 





^k.ùia.. 


el il viendra 


A.^ = /r,Aa,. 


(V) 


On verrait de même, au moyen des valeurs (II), que 

A.j = — /fiAôp A.z = /r,Ac,. 

On en tire 

X z __kx 

" — Â7, "^Â^ ""a" 


a: 


L'inspection de ces valeurs nous fournit l'énoncé suivant : 

Lorsque, dans un système de n équations linéaires à n in- 
connues, les seconds membres de n — i de ces équations sont 
nuls, les valeurs des inconnues sont proportionnelles aua: mul- 
tiplicateurs, dans A, des coefficients qui affectent les inconnues 
dans Véquation non homogène, 

La résolution des équations proposées se trouve ainsi ra- 
menée à celle des équations (V). 

§ II. — Résolution des équations linéaires homogènes. 


131. Condition pour que n équations homogènes du pre- 
mier degré à n inconnues soient compatibles. — Les équa- 
tions (i) du n** 121 seront homogènes, si Ton a en même 
temps 

Si ces conditions sont remplies, le système (i) du ri*» 121 se 
réduira au suivant: 

Ia, ^ -f- b,y 4- Cl 2 = o, 
«2^-4- b^y -f- CiZ = o, 

DosTOft. — Déterm. n 
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Les égalités (V) du n* 130 subsistent, quel que soil A",; elles 

auront donc encore lieu si kx = o, ce qui exige que l'on ait 

A = o ou bien 

ax bt Ci 

(I) A = a, i, c, =0. 

«8 63 t*3 

Donc, pour que n équations homogènes du premier degré 
à n inconnues soient compatibles, il faut et il suffit que le dé- 
terminant des inconnues soit nul. 

Si ce déterminant A était différent de zéro, il faudrait que 
Ton eût à la fois x=:y=: z^=o. 

Nous voyons en même temps, par les égalités (V) du n** 130, 
que : 

Les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux multi- 
plicateurs, dans A, des coefficients qui affectent les inconnues 
dans l'une quelconque des équations proposées. 

132. La condition (I) peut d'ailleurs se déterminer direc- 
tement de la manière suivante : 

Multiplions la première des équations (i) par le détermi- 
nant mineur (62^3), la seconde par--(6|C3) et la troisième 
par (6,03) et ajoutons; nous formons ainsi Téquation 

\^a,[b^Ci] —ait[bxCi] -\-az[bxC^]]x 

• -\-[bx[btCi) —bilbxC^) -hb^{b,c^)]jr 

-H [ci (62C3) — CiibiC^) 

qui peut s'écrire 

bx bx 
b, 

63 ^3 Ci 


Ci (bxC2)]z = o, 


a, bi 
a. bo 


c, 
C2 

Cz 


x-h 


Ci 

bi 6*2 


r 


Ci 
Cl 

C3 


61 

b, 
bs 


Ci 

C2 

Cz 


z =0. 


Les coefficients de x ^^ ^y étant des déterminants à deux 
colonnes identiques, sont nuls (26); il reste donc l'égalité 


ûl 

bi 

Ci 

«2 

6. 

Ci 

«3 

b. 

Cz 


X 
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qui fournit la relation (I), à moins que Ton n'ait à la fois 

133. Lorsque cette condition (I) est remplie» on peut ob- 
tenir directement le rapport des inconnues x^y* et z. 

En effet, éliminons successivement z et x entre les deux 
premières des équations (i); nous obtenons les égalités 

(cia, — aiC2)x — (61C2 — Ctbi)jr = o,* 
qui donnent 

^ ' bid — C,6j C|ûa — a,Ca «162 — i,âfa 

Or la relation de condition A = o, revenant à Tégalité 

(3) A^atbiCs — ûiCjia-H Cittibi — 4»ajC3-+- 6102^3 — dia^s^o, 

peut s'écrire 

A =^a^[biCi — Cibi) -h ft3((?,aj — «iCa) H- C8(a, ftj-— iiûa) = 0; 

en la comparant aux équations (2), on voit de suite que les 
inconnues sont proportionnelles aux multiplicateurs, dans A, 
des coefficients a^, 63, c^ qui affectent les inconnues dans la 
troisième des équations (i). 

Multiplions par c, l'expression (3) de A, après l'avoir aug- 
mentée et diminuée de Cj^^az; nous en tirons l'égalité 

, - , il Cj — Cl 62 CxOi — «I Cl ax ij — ii o-i 

bxCi— Cybi Ciûs — a,C3 a, 63— 6, «3* 

< 

et cette dernière par extension. Si nous multiplions actuelle- 
ment les rapports (2) et (4) par ordre, nous obtenons aussi 
les égalités 

X T -^ 

6| Ci — Cl 63 Cl «3 — tfi C3 fli 63 — bi «s 

qu'il suffit de comparer à l'expression (3) de A, mise sous la 
forme 

(h[biCz-- Cib^,) -h 62 (c, «3— «1^3 ) -h C2(a,63 — tias],' 

7. 
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pour établir notre proposition relativement à la seconde des 
équations (i). 


§ III. — Résolution d'équations linéaires en nombre différent 

DE CELUI des inconnues. 

13&. Coiidition pour que n équations non homogènes du 
premier degré, à n — i inconnues, soient compatibles. — Soit 
donné le système des quatre équations à trois inconnues x, 

axX -^ bxy -\- CxZ -\- kx:= Oy 
a^x -h biX 4- Cj z 4- A"2 = o, 

a^x -h biX -+- Cs 2 -+ ki ~ o, 


(') 


que nous supposerons simultanées, c'est-à-dire admettant 
pour X, y-y z un même système de valeurs. Nous pouvons 
rendre ces équations homogènes, en y remplaçant les incon- 
nues par leurs rapports à une quantité arbitraire m; elles de- 
viennent ainsi 

ttiX 4- fcijH- CxZ H- A-,M=r o, 

ttiX -r- ^2/ -t- CiZ -I- /fj M :=: O, 

a^x 4- b^y -h c^z -^ k3U = o, 
aiX -h b^y -\- dz H- /fi m = o. 

Celles-ci, en vertu de la condition établie au n° 131, ne 
sont compatibles que si le déterminant des inconnues est 
nul, c'est-à-dire si Ton a 


(I) 


a, 

b, 

c, 

A-, 

a. 

h. 

Ci 

k. 

«3 

b. 

0} 

/r, 

a. 

b, 

Ci 

ft. 


— o. 


Donc : 

Pour que n équations non homogènes du premier degré, à 
n — I inconnues, soient compatibles, il faut et il suffit qu'on 


• > i 


• 1 
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obtienne zéro pour la valeur du déterminant des mêmes équa- 
tions rendues homogènes. 

135. Deuxième méthode ponr résoudre on système de n équa- 
tions non homogènes du premier degré, à n inconnaes. — Soit à 
résoudre le système des trois équations à trois inconnues 


(a) 


a^ X -}- b^x H- C, 2 -f- û?, — 0, 
a^x -\- b^x -H Cj z -I- r/j — o, 


Nous pouvons adjoindre à ce système Téquation du premier degré à trois 
inconnues 


(3) 


OLX -h pj^ -f- 7Z -{- ^ = G, 


OÙ les coefficients a, p, 7 et ^ sont encore indéterminés. 

Si nous supposons que l'équation (3) soit satisfaite par les valeurs des 
inconnues •r, j, z qui vérifient le système (2), nous aurons un système 
de quatre équations (3) et (2) à trois inconnues j:, j, 3, lesquelles équa- 
tions devront admettre les: mêmes valeurs pour ces inconnues. 

Or ces équations, djaprès la condition établie au numéro précédent, ne 
seront compatibles que si leur déterminant 


D = 


a 
a 


1 


b. 


7 


a« 


fl. 


est nul, c'est-à-dire si 


(4) 


«D. 


3Dp+vD^-c 

fA- 

0, 


où l'on a 











*. 

'', 

rf. 


«. 

«•. 

d, 


D. 

K 

f'. 

d. 

, Dp- 

". 

«» 

d. 



K 

^3 

d. 


«3 

«■3 

d. 



"1 

b, 

d, 


«1 

^ 

<=i 


Dr = 

°2 

h 

d. 

, A- 

"» 

K 

"2 



"3 

b. 

d. 


"3 

*3 

"s 


Il s'ensuit donc que, les coefficients a, p, 7, S devant satisfaire à la 
relation de condition (4)» si trois d'entre eux, a, p et 7, restent indéter- 
minés, la valeur du quatrième S sera fournie par l'équation (4) et se 
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trouvera exprimée en fonction de a, p, 7 et des coefficients donnés des 
équations (2]. 
Cela étant, éliminons 9 entre (3) et (4); nous obtenons l'égalité 

Celle-ci, devant être satisfaite quels que soient a, p et 7, exige que 
Ton ait 

Ce qui fournit, pour les inconnues, des valeurs qui deviendront iden- 
tiques avec celles du n"* ISi, si Ton a soin de remplacer (i^^ </„ d^ par 
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LES RÉSULTANTS. 


§ I. Résultante de deux équations algébriques. — § IL Méthodes d'élimination 
entre deux équations. — § III. Calcul des racines communes à deux équa- 
tions. — § lY. Calcul des racines doubles d'une équation. — § Y. Les diffé- 
rences des racines d'une équation. — § YI. Résolution de l'équation du 
troisième degré. — § YII. Résolution d'un système de deux équations à deux 
inconnues. 


§ I. — Résultante de deux équations algébriques. 

136. Définition. — Étant donné un système de n équations 
non homogènes entre n — i variables, si l'on combine ces n équa- 
tions entre elles, de manière à éliminer les n — i variables, 
on obtient une équation R=:o, dont .le premier membre ne 
contient que les coefficients des n équations données. Le 
premier membre R de cette équation résultante a été nommé 
par Bezout le résultant ou l'éliminant du système donné 
(Histoire de l'Académie de Paris, 1764, p. 288), et l'équa- 
tion elle-même R==:o porte le nom de résultante [œquatio 
finalis genua). 

C'est en cherchant la résultante de n équations du premier 
degré à n — i inconnues ou celle de deux équations algébri- 
ques à une inconnue que Leibnitz a découvert les détermi- 
nants [OEuvres mathématiques de Leibnitz ^ publiées par 
Gerhardt, t. II, p. 239). 

La résultante forme une relation entre les coefficients du 
système donné; elle exprime la condition pour que les 
équations proposées soient compatibles, c'est-à-dire pour 
qu'elles puissent être satisfaites par un même système de va- 
leurs attribuées aux Inconnues. 


I04 LIVRE II. — CHAPITRE Ilf. 

137. Résultante d'un système de deux équations du pre- 
mier degré à une inconnue. — La résultante des deux équa- 
tions 

ax -î- 6 ==: o, a'x -\-b' = 

s'obtient eh éliminant la variable x entre ces deux équations. 
Or, en vertu du théorème du n" 134, ces équations ne seront 
compatibles que si le déterminant de leurs premiers membres 
est nul. On trouve ainsi l'équation 


a b 

= 0, ou ah' — ba' = Of 

, a' 6' I 

qui est la résultante demandée. 

138. Résultante d'un système de deux équations du second 
degré |à une inconnue. — Pour avoir la résultante du système 
des deux équations 

ax'*-+' bx -\- c^=zo^ a'x'^-f-Vx-\-c'-~-Oj 

on multiplie la première par a\ la seconde par «, et Ton re- 
tranche le premier résultat du second; on obtient ainsi l'équa- 
tion 

( ah' — ba)x — ( ca' — flc' ) = o ; 


elle donne pour x la valeur 


x=^ 


ca' — ac' 
ab' — ba' ' 


qu'il suffit de substituer dans l'une des deux équations don- 
nées, pour avoir l'équation résultante 

[ca' — ac'Y— [ah'—ba') [bc' - cb')^ o. 

Cette équation exprime la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que les deux équations proposées soient compa- 
tibles, c'est-à-dire pour qu'elles aient une racine commune. 
La racine commune est 

ca' — ac' bc' — cb' 

X = 


ab' — ba' ca' — ac 


j 
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139. Résultante d'un système de deux équations algébriques à 
une inconnue. — Soient données les deux équations 

(i) f[x) ^ a^af^-^a^oT-^ -h «,^-'h- . . . -^- a^__^x -h a^ --= o, 
(2) ç \x) = h^af^ -+- è,.r"-* -I- è,JP""' H- . .'. -h è„_, X -hb^—o^ 

Tune du degré m et l'autre du degré /?, n pouvant être égal à m. Nous 
allons déterminer la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux 
équations aient une racine commune. 

Admettons qu'on connaisse les m racines de Téquation (i) et soient 
a,,a,, ...,a^ ces racines. Si toutes ces racines sont finies, le coeffi- 
cient a^ sera différent de zéro et Ton aura 

f{x) = a^[x- a,) (or _ aj . . .(x — a ). /«/ 

• A 

Pour que Tune des racines a^, a,, . . . , a^ satisfasse à l'équation (2) , il faut 

et il suffit que l'un des résultats 
soit nul, ce qui exige que Ton ait 

Réciproquement, si ce produit est nul, l'un de ses facteurs se réduit 
nécessairement à zéro; par suite, l'une des racines de l'équation (i) 
satisfait à l'équation (2) . 

Ainsi, pour que P équation f[x) — o, dont les racines cl^^ol.^, ,, ,,cl^ 
sont différentes de V infini^ ait une racine commune avec V équation 
f (x) =0, il faut et il suffit que le produit 

P = 7(a,)«p(a,)...a)(aJ 

soit égal à zéro. 
On verrait de même que l'égalité 

Q=/(P,)/(W---/(W-o 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que l'une des racines 
Pi> Pj» • • • ' P«ï supposées finies, de l'équation <p(j7) = o satisfasse à l'équa- 
tion /(a:) = o. 

140. Cas où les deux équations admettent l'une ou toutes les deux 
des racines infinies. — Supposons que la racine a, soit infinie. Au lieu de 

substituer a, dans l'équation cp [x) — 0, on remplace l'inconnue par — dans 


l'équation aux inverses y <p ( - j = o. 
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Le premier membre résultant ^^~- > ayant ses deux termes infinis, est 

indéterminé ; on calculera donc la vraie valeur R, de ce rapport et Téqua- 
lion R, = exprimera la condition pour que la racine a^ satisfasse à l'équa- 
tion ç (x) = 0. 

Il s'ensuit que, si l'équation /(:r) = o admet plusieurs racines infinies 
a^, a^y ..., a,., pour qu'elle ait une racine commune avec l'équation 
<f [x) = o, il faut et il suffit que l'on ait 

©(a) ff[<x.^ «fa.) / X / X / X 

(^^ ^x ^x • • • X -±x ?{«.>.) 7(«i+,) • • • ? M = O- 

Or on sait que 

QL et et . . . OL.OL., se.. . X = ~t- -25 , 
w.| M, ^3 • • • ^i ^i+i -«-^î • • • -*m ^ ' 

selon que m est pair ou impair, de sorte que 

I _ ± ^» (g,^, g^^, . . . g^)" ^ 


Li 


a?a;...g7 < 

par suite, la condition précédente revient à l'égalité 
OÙ l'on peut diviser le premier membre par le produit 

qui est fini et différent de zéro; donc l'équation 

(3) «??(a|)?(a,)-.-?(a«.) = o 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations 
données (i) et (2) aient une racine commune (* ). 
Mais nous avons trouvé que l'équation 


(') Cette démonstration suppose que toutes les racines «.i^^to^i^^^..., a^, qui ne 
sont pas infinies, soient toutes différentes de zéro. Si Tune ou plusieurs d'entre 
elles étaient nulles, on conçoit qu'en modifiant les coefficients de (i) et de (^2) 
on puisse rendre ces racines différentes de zéro (144, i®). Or le théorème est 
vrai pour des racines très-petites; donc il existera encore, à la limite, pour des 
racines nulles. 
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exprime la condition pour que les équations données aient une racine 
commune, lorsque Téquation (i) n'admet que des racines finies; comme 
dans ce cas le coefficient a^ est différent de zéro, on voit que cette 
deuxième équation de condition est une conséquence de la première (3). 
Donc, quelle que soit la nature des racines a^, a„ . . .^ ct^de V équa- 
tion f[a:) = Oy la relation 

(I) R = «Ï7(*.)?(«2)---?(«m)=0 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations 
f[x) = o et ^(x) = o admettent une racine commune. 
On verrait de même que la relation 

(II) . «.=6'?/(p,)/(p,) •••/(?.)=<> 

exprime la même condition , et cela quelles que soient les racines 

Pi? Pa»- • -ï ?» ^6 réquation ^ (x) = o. 

l^-l. Les deux produits R et Ri ne diffèrent que par un fac- 
teur constant, attendu qu'ils expriment chacun le résultant 
du système des deux équations (i] et (2J. 

Pour le prouver, d'ailleurs, prenons les deux identités 

<p {x) — bo{x— (3,) [x — Sî). ..[x — (3„), 
f[x) =:ao{x— flc.) 'X — a,) . . . [X — a«,); 

dans la première, remplaçons x successivement par les ra- 
cines aif oLty. . .y oLn de réquation f[x] = o, et dans la seconde 
remplaçons x successivement par les racines (3i, ^3>. . .> ^« de 
l'équation <p [x) =• o. Si nous faisons chaque fois le produit 
des résultats, nous obtiendrons les deux égalités 

P rrr ô« (a. ~ |3.) (a. - (3,) . . . >. - (3„) 
X h, (a,— ;3.) (a,— 13,) . . . (a, — ;3„) 


X ^0 («fl, — j3i) (a« — ^j) . • . \cf.m — t3«), 

0= rt, (p, - a.) ((3. — a,). . . [% — oL^) 
X «. ((3a — a,; (P, — a,) . . . ((3,— aj 

X^r, (P^ — a,) ((3„ — aj). . .';(3„— am). 
Dans les deux produits P et Q, les facteurs binômes sont 
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respectivement égaux et de signes contraires; ils sont au 
nombre de m fois n dans P et de n fois m dans Q, c'est-à- 
à dire de mn fois dans chacun d'eux. Les autres facteurs b'"ôe P 

et aï de Q deviendront égaux, si l'on multiplie P par aj et Q 
par 67; donc on a 

a;P=i:(— i)""»ft7Q 

ou, en ayant égard aux expressions (I) et (II), 

Ainsi les deux résultants R et R, ne diffèrent que par un 
facteur constant, qui est -i-i ou — i, suivant que le. pro- 
duit mn est pair ou impair. 

141 bis. Applications. — i"" Reprenons les deux équations du second 
degré à une inconnue du n"" 138, et soient a et ^ les racines de Téqua- 
tien 

ax^-\- bx -\- c = Oj 

ol' et P' celles de la seconde 

a'x^-\- y X -\- c' — o. 

Le résultant û{»P sera ici 

R = «'^(fla'^-+- boi'-^ c) (flp'^-h b^'-\- c) 

= a'\a^ a'* p"-+- ab a' p'(ci'-\- p')-i-ac (oL^-h p'^) -+- b^ a' p'-t- bc (a'-f- p] -+- c^J; 

or on sait que 

c' h' b'^—ia'c' 

a'p'==-,, a'+P' = -^,, d'Où a'^ + P'»=? ^; 

par suite on trouve que 

R = à'c'^— abb'c'-\-ac(b'^- la'c') -+- b^a'c'— bca'b'^d'à' 

ou 

R= [ac'—ca'Y—[ab' — ba')[bc'^cb'), 

pour le résultant de nos deux équations. 

Ce résultat a été obtenu plus rapidement au n*" 138 par Télimination 
directe de x entre les deux équations données. 

1!* Considérons encore l'équation du troisième degré 

f[x) = a^ -\- px -i- q = o 


c' 
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et sa dérivée 

f'[x) = Zx^-^p = o. 

Si nous désignons par a^b^c les trois racines de la première et par a, 
— a celles de la seconde, le résultant des deux polynômes /(a;) et/'(^) 

sera 

f{a)f'{b)f'(c) = -{b^cY{c^ar(a^by 


)/(—«) = 11(0?^ pet -f- a] (— a^ — pa -f- 7) = 4J3^-+- 27flr*, 


ou 


en remplaçant a' par sa valeur — ^ • 
Nous avons donc 

R = _ (^ _ cY(c- ay{a - bY= ip'-^27q\ 

Cette égalité prouve que Téquation du troisième degré x^h-/>j?-h- 7 = o 
I** a ses racines réelles, si la quantité ip*^ irjq^ est négative; 2** a deux 
racines égales, si cette même quantité est égale à zéro. 

142. Natnre dn rèsnltant de deux équations à une incoimne. — 

Nous voyons, par les expressions (I) et (II) du n** 140, que si l'on con- 
naissait les racines de deux équations (i) et (2), on pourrait mettre leur 
résultant sous deux formes distinctes. 
Considérons la première forme 

qui est exprimée en valeur des racines de Téquation (i). La quantité 
?(«() y est une fonction algébrique rationnelle et entière du premier 
degré des coefficients b^^ é,, • • •> ^n ^^ Téquation çp(ar) = o; de môme 
7(3(2) est une fonction algébrique rationnelle et entière du premier degré 
des mômes coefficients, et ainsi de suite. Le produit de ces m facteurs 
de R sera donc une fonction algébrique rationnelle et entière du n^ de- 
gré des coefficients de l'équation (2). 
Si nous considérons la seconde forme 

qui est exprimée en valeur des racines de l'équation (2), nous voyons 
que /(P, ) y est une fonction algébrique rationnelle et entière des coef- 
ficients flr^,, «,, . . ., a^ de l'équation /(x) = 0; il en est de môme des 
^--i facteurs suivants; par suite, le produit de ces n facteurs est une 
fonction algébrique rationnelle et entière du /?'*""• degré des coefficients 
de l'équation (i). 
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Or les deux expressions R et R, diffèrent tout au plus par le signe. 
Donc le résultant de deux équations à une inconnue, l'une du /w***^ et 
l'autre du rfi^ degré , est une fonction algébrique, rationnelle et entière 
des coefficients de ces deux équations; il est du w**** degré par rapport 
aux coefficients de la première équation et du m^'"* degré par rapport à 
ceux de la seconde, 

i43. Réciproquement, lorsqu'une fonction algébrique, rationnelle et 
entière A est du m^"" degré par rapport aux coefficients d'une équation 
du /î*"^ degré f(x) = o,etdu rfi^ degré par rapport aux coefficients 
d'une équation du, nfi^ degré f(x) = o, si de plus cette fonction A s'an- 
nule chaque fois que les deux équations ont une racine connue, A ne dif- 
fère du résultant R que par un facteur numérique; en d'autres termes, 
la fonction A est le résultant des deux équations f(x) = o^^<p(x)=o. 

Considérons, en effet, Tun quelconque des coefficients de Tune des 
deux équations f(x) = o et <f(x) = o, ou (i) et (2), par exemple le 
coefficieht a. de la première. . 

La fonction A est un polynôme du degré n par rapport k ar, le résul- 
tant R est aussi un polynôme du même degré en a.. 

Soient a^jal, . . . , n^-^^ les n racines de l'équation R = o, que l'on 
obtient en égalant à zéro le résultant R considéré comme une fonction 
de ai» Toutes les fois que £7^ sera égal à Tune des n racines de cette équa- 
tion R = o, le résultant R sera nul; par suite les deux équations (i) 
et (a) ont une racine commune; donc la fonction proposée A s'annulera 
aussi. 

Ainsi la fonction A devient nulle pour toutes les valeurs de a^ qui an- 
nulent le résultant R ; d'ailleurs A et R sont du même degré par rapport 
à a^ ; ils ne diffèrent donc que par un facteur indépendant de a.. 

On verrait de même que la fonction A et le résultant R ne peuvent 
différer que par des facteurs indépendants de tout autre coefficient de 
/(or) et <p(<^); donc la fonction A est, à un facteur numérique près, le 
résultant des deux équations (i) et (2). 

144. Propriétés dn résnltant de deux équations à une inconiine. — 
\" Le résultant R ne change pas lorsqu'on change x en x ■+- h dans les 
deux équations; car cela revient à diminuer toutes les racines des deux 
équations d'une même quantité h, ce qui ne change pas les différences 
a, — p,, a, — 8j, . . . , a^ — P« entre les racines de la première équation 
et celles de la seconde^ et par suite n'altère pas les valeurs de P et de Q> 

2** Le résultant R ne change pas non plus lorsqu^on remplace x par 

- dans les deux équations; car la différence entre une racine a^ de la 
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première équation et une racine Pj de la seconde devenant 

1 — 1 = P^- "" °'» 

«i Pj ^iPj 

le nouveau produit P' sera égal à la m^*™* puissance du nouveau premier 
coefficient è„ de ç ( - j par 

(P>-"«.)(P.-s)-»»(P,-«. ) 

( i\'""P 

Or dans cette fraction le numérateur est égal (i39) à ' — ^ et 

le dénominateur est égal à ± — j— : donc on a 


P' = db 


(— l)"'"fl?P^ 


m 


il viendra donc pour le nouveau résultant 

R' = fll^^F = db (- 1)-«^ P = i±= R. 

Donc le résultant change tout au plus de signe. 

§ IL — Méthodes d'élimination entre deux équations 

ALGÉBRIQUES. 

145. Méthode d'élimination d'Euler ('). — Lorsque deux 
équations f[x) = o, (f(a;) = o, des degrés m el n, admettent 
une racine commune ^ = a, leurs premiers membres sont 
divisibles par x — a; par conséquent, si Ton multiplie /(:c) 
par le produit des n — i autres facteurs de <p(^), et <p{x) par 
le produit des m — i autres facteurs def{x), on devra obtenir 
des résultats identiques. 

Il s'ensuit que, si Ton multiplie f(^) par une fonction 
arbitraire de x du degré n — i, qui y introduit n constantes 
arbitraires; puis 9(^] par une fonction arbitraire de x du 
degré m — i, qui y introduit m constantes arbitraires; et que 

(') Histoiie de V Académie de Berlin, 1764, p. gH. 
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Ton égale terme à terme les deux fonctions de degré 
m -4- n — I ainsi formées, on aura m -f- /i équations homogènes 
et du premier degré par rapport aux m -hn constantes intro- 
duites. 

Pour que ces m-i- n équations soient compatibles, il faudra 
que leur déterminant soit nul (131). On obtiendra ainsi la ré- 
sultante des deux équations données. 

Supposons que les deux équations 

aient une racine commune. Nous devons avoir identique- 
ment, quel que soit x, 

(k'x -4- B') {ax^'{-bx -hc] = (Ax -h B) [a'x'-{- b' x -¥- &) 

ou 

(A'a-A«'):r'-f-(A'6 + B'a— Ai'— B« )ir» 

-i-(A'c-f-B'6 — Ac'— B6');c-f-B'c — Bc'^o, 

Égalant à zéro les coefficients des différents termes en x, 
nous formons les quatre équations homogènes 


— Ua'rzrO, 


A' a 

-Aa' 

A'6-t-B'a 

Ai' Ba' 

A'c--B'6 

At' Bb' 

-t-B'c 

Bc' 


= o, 


entre les quatre inconnues A', B', — A et — B. Éliminant ces 
; constantes, on obtient Téquation résultante 


a o a' 

b a b' 

c b & 

o c o 


a' 

b' 

^1 


~ o, 


ou 


(I) 


(ea'— a&Y— [ab'—ba') [bc' — cV) = o; 


c'est la condition déjà trouvée aux n°« 138 et 141 bis. 
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Il3 


1&6. Méthode d'élimination de H. Sylyester ( * ) . — Dans la 
méthode dialytique du géomètre anglais, les puissances de la 
variable x sont traitées comme autant de variables indépen- 
dantes. Pour la faire comprendre, il nous sufGra de l'appli- 
quer à un ou deux exemples. 

Proposons-nous d'éliminer x entre les deux équations 

ax^-\-bx -\- c=^Oy a'x^-hb'x ~h c'. 

Multiplions chacune de ces équations par x^:=xeXx^z=: i; 
nous formons les quatre équations 

a x^-h b x^~h c X _ =o, 
ax^-h b X -hc =:^ o, 

entre les trois puissances successives a;', ^S x de la va- 
riable X. Si nous considérons ces puissances comme autant 
d'inconnues, nous aurons un système de quatre équations du 
premier degré entre trois inconnues. Ces équations ne seront 
compatibles que si leur déterminant est nul (13&); nous trou- 
vons ainsi la résultante 


a b c o 
o a b c 
a' b' d o 


a' 


b' d 


o, 


qui est identique avec celle du numéro précédent. 

Wl. Soit encore à éliminer x entre les deux équations 

aa^ -r-bx^-\-cx -^- d:=^Oy a'j?' 4- b'x h- c' = o. 

M. Sylvester multiplie la première équation successive- 
ment par x^ et x^ et la seconde par ar% x^ et ;r% ce qui lui 


(*) Philosophical Magazine, i8/|0, n<* 101, et Journal de Crelle^ t. XXI, 
p. 326. 
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fournit les cinq équations 

a' x^-h b'x^-\-c'x^ = o, 

a^ X* -\' b' x^ -h c' X =o. 


a':r'-+-6':c-hc' = o, 


entre les quatre inconnues x*, x^^ x^ et x. Éliminant ces in- 
connues, on obtient l'équation de condition 

a b c d o 

o a b c d 

a' b' c' o o =o, 

o a' V c' o 

o o a' b' d 

148. En général, supposons qu'il s'agisse d'éliminer x entre les deux 

équations 

aaf*^ -+- hoT-^ -+-...-+- /,r -h / = o, 

a! 3^ -+- ^'jp""* -t- . . . -H k'x->r /'= o, 

dont l'une est du m**"' et l'autre du ri^^ degré. 
On multiplie la première par les puissances successives de x 

**Ji—l rfWl— J *y»2 m1 ^mO 

•V * Mf • • • • • %Mé « M' I %Aé • 

et la seconde par les puissances successives de x 

«Mllt*-! «w%nt^3 im!2 m1 mO • 

tAp • «Xr « • • • • «4» • t^ • %Mé • 

on obtient ainsi m-^n équations entre les //i + /t — i puissances succes- 
sives 

.*JM-H»— ! ,gjn-\rH—i m3 <*•' Ho <>• 

aA> • vU • • • • • M/ • ■>!« UC «A • 

Éliminant ces m-hn — i puissances de x, considérées comme autant 
d'inconnues distinctes, on trouve la résultante des deux équations pro- 
posées. 

1&9. Méthode d'élimination de Bezout('). — Cette méthode 
donne aussi le résultant sous la forme d'un déterminant; mais 


(*) Histoire de l* Académie de Paris, 1764, p. 298 et 317. 
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le déterminant aifecte une forme plus simple» qui en rend le 
calcul plus facile. 

Pour en faire saisir l'esprit, nous l'appliquerons au cas par- 
ticulier des deux^équations du troisième degré 

ax^-h bx^ -h co; + rf = o, a!x^ -^ b'x^ -h c'x -^ d' = 0. 
On multiplie ces deux équations successivement par 

a' et a, 

a'x-h b' et a^r-f-fr, 

a'x^-\-b'x'^ c' et a^'-f- 6^-f- c, 

et Ton retranche chaque fois les deux produits obtenus; on 
forme ainsi les trois nouvelles équations 


=:0 


[ab')x' -^[ac')x -+-(arf') = o, 

[ac'] x^-\-[[ad') -h [bc')]x -\- [bd') =^ o, 
{ad')x' ^ ■^(bd')x •^{cd') = o, 

qui, par Télimination de x^ et x, donnent Téqualion résul- 
tante 

{ab') [ac') [ad') 

(ac') {ad')-^(bc') [bd') 
[ad') [bd') (cd') 

du système donné. 

La méthode de M. Sylvester aurait donné le résultant sous 
la forme d'un déterminant de sixième degré 

b c d o o 
a b c d o 
o a b c d 


a 
o 
o 
a 
o 
o 


b' & d' o o 
a' b' c' d' o 
o a' 6' c' d' 


— o. 


150. Méthode d'élimination de M. Gayley (^]. — Cette méthode n'est 


(*) Philosophical Transactions, i853, p. 5 16, et Journal de Crelle, t. LU, 
p. 47» t. LUI, p. 366. 

8. 
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qu'une modification de celle de Bezout et fournit la même forme pouf le 
résultant. 

Supposons que les deux équations /(x) = o, ff(x) = o admettent une 
racine commune ; il sera possible, dans ce cas, de Satisfaire à Féquation 

f(x)-h'kff(x), quel que soit >; par suite, si nous posons X = -^—77? 
l'équation qui en résulte 

devra être vérifiée pour toute valeur de x^. 

Gomme cette dernière équation est satisfaite par x = x\ nous pouvons 
d'abord diviser le premier membre par x — x'\ puis égaler à zéro les 
coefficients des diverses puissances de x' dans le quotient ; enfin élimi- 
ner les puissances successives de x^ comme si elles étaient des variables 
indépendantes. 

Soit à éliminer x entre les deux équations du second degré 

ûx' -h ô j: -H c = o, a! x^ -\-ô'x-{-c'=o. 
Nous formons Téquation 

(ax'-hbx-^c)(a'x'^-+-b'x'-hc')'-(a'x^-^b'x'^c'){ax'^-hbx'-hc} = o, 

qui, après réduction, devient 

{ab' — ba'){x-x')xx'-i-(ac'—ca')(x^—x")-+-{bc'-'cb'){x^x') = o; 

divisant par x — x' et ordonnant par rapport à j/, on la change en 

[{ab' — ba') X -^ {ac' — ca)]x' -h (ac' — ca')x -^ [bc' — cb') = o. 

Celle-ci, devant être satisfaite pour toute valeur de x\ exige que Ton ait 

{ac'— ca')x-h(bc^ — cb') = ou {ac')x-h{bc') = o, 
(ab'—ba')x-h(ac' — ca')=ù ou (ab')x-^[ac') ==0. 

On en tire Téquation résultante 

[ac') [bc')^ 

[ab') {ac') 

qui revient à 

[a</Y'--[ab')[bc')=^o. 

151. Méthode d'élimination de Cauchy ('). — Ceue mé- 
thode n'est que celle de Bezout perfectionnée. 


= 0, 


(*) Caucbt, Exercices d'Analyse, i84o, p. 898 . 
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Considérons d'abord deux équations du même degré, du 
troisième par exemple, telles que 

(1) ax^-hbx^-\- cx-\-d=o^ a':r«4-6'x'+ c'^-t-ûf' = o. 

Si entre ces équations nous éliminons la puissance la plus 
élevée x^ de l'inconnue, nous obtiendrons l'équation du se- 
cond degré 

(aé' — ba') x^ -4- [a& — ca'jx + ad' — da'=: o, 
ou, en suivant la notation abrégée du n9 17 bis, 

(2) (a6') X* + [ac') x + [ad') = o. 

On peut mettre x^ en facteur commun dans les deux pre- 
miers ternies des équations (i), et les écrire 

(ax '^b)x^-^cx -hdzrzo, [a!x h- V) x^ -+- dx + d' = q. 

Si nous éliminons :c', il nous viendra (17 bis) 

(3) ' (ac');r>+[(arf)-f-(6c')]ar-f-(6d')i=o. 

Enfin nous pouvons mettre x en facteur commun dans 
les trois premiers termes et mettre les équations (i) sous 
la forme 

[ax'^ -\-bx-\- c)x-^d=iOy (a'^^-t- 6'a: -+- c') ^ H- d'=:o. 

Éliminant Xj on obtient 

(4) [ad')x^-\-[bd')x-{-[cd')—o. 

Nous avons ainsi formé trois équations (2), (3) et (4), qui 
doivent être vérifiées par la racine commune aux deux équa- 
.tions(i). Pour que ces trois équations 

[ab')x^ '^'[a&)x -i-(arf') = o, 
[ac')x^'^{[ad') -f- [bc')]x-^[bd')=:o, 
[ad ) x^ -f- [bd') X -i- [cd) = o, 

entre les deux inconnues x^ et x, soient compatibles, il faut 
et il suffit qu'on ait le déterminant 

(a6') [ad) [ad') 

[ac') (ad') -f- (6c') (érf'j =o, 

[ad') [bd') {cd') 
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C'est la résultame du système (i). Le premier membre est 
un déterminant symétrique. 

152. En général, soit à éliminer x entre les deux équations 
(S) f[x) =^ a^af* -^ a^af*^^ -^^ a^af*"^ -\- . , ,-\-a^= o, 

que , pour plus de simplicité , nous supposerons d'abord du même 
degré m. 

Pour trouver le résultant de ces deux équations, on procède, d'après 
Gauchy, de la manière suivante. 

On isole dans le premier membre de chacune des deux équations, d'a- 
bord le premier terme, puis les deux premiers, ensuite les trois pre- 
miers, . . ., enfin les m premiers termes; on forme ainsi m groupes de 
deux équations^; on divise membre à membre les deux équations de 
chaque groupe et l'on supprime dans les deux termes des fractions de 
gauche les puissances af, af^-\ af^-^^ . . ., x^, x^ que ces deux termes 
admettent comme facteurs communs. 

On obtient ainsi les m équations 

b, =-" 6,^-' -+-^.r"-' + . ..+ *„> + *«' 
a^x H- û, _ a^af"~^-\-. . . -f- âf„_, x -h a^ 
à,xH-b] ~ b,x"^'-^..,-i-b„__^x-hbJ 

«^x^-h a^x -+- flj _ a^x^-^ -h ... -h «,„_, X -\- n^ 
b^x^-\- b^x ^ b^^ b^ a:"*-^ H- ... -h ô^_, x h- bj 


m 


a^af"'^-^ g,37^"-^-h . . . H- a^ _^ _ a^_, x h- a 
^, x--* + ^, x-* -H . . . -4- b^_, ~ b„_, x-^-bJ 

AT, X"-' -+- ^, x^-^ -f- . . . -h a„_^ X -H n„^_^ ^ a^ 

b.x'"-' -h b,x^-'-^. . .+ b^_,x-^ b„_, b„; 

Si les équations (5) et (6) ont une racine commune, toutes ces tti équa- 
tions seront vérifiées par cette racine commune. 
Mettons toutes ces équations sous forme entière, elles deviendront 

k,xr-' -+-B,x"-^ -f-C,x"-3 _H..._+-G,x -hHj =0, 

Ajx"-*' -4-B,x'"-^ -4-G,x^-* +..._hG,x -h h, =0, 

j k,c^-' -+-B3X-^ -^Q^af--' +...^G3X +H3 =0, 

\ j 

A„_.^-' -f- B_,x-'+ C:„_,x"-» + . . . + G„_,x + H„_, = 0, 
A„ x«-'-hB„ ^'+C„ x"-' + ...+ G„ x-f-H„ =0, 
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OÙ nous avons 

K = ^0 A — ^1 ^0' ^1 = ^0 ^2 — ^2 A» C, = a^b^ — «3 ^., 
et, en employant la notation abrégée des déterminants (17 bis). 


"9 


• ) 




Bj = («0^3) + («lA)> 
B3 =(««^)^-(«,^3)» 


a;„_, = («o*i„-i)i 


H3 =(«2^m)> 


^m= i^^m-l^m)' 


Par ces dernières valeurs on voit que chacune des équations ( 7 ) est 
un [m — 1)'*°** degré en a: et que les coefficients y sont des fonctions du 
premier degré des coefficients a^, a^J ...,«„ de Téquation (5), ainsi que 
des coefficients A, ^,, ^ -y b^ de l'équation (6). 

Nous avons ainsi obtenu m équations (7), qui sont du premier degré 
par rapport à leurs /w — i inconnues 


af-^ X 


m~2 




Si les équations (5) et (6) ont une racine commune, cette racine satis- 
fera aux équations ( 7 ) ; par suite celles-ci sont compatibles ; donc leur 

déterminant 

A( B, C, . • . G| H, 

Aj B^ Gj • • • Gj Hj 
A, Ba C, ... G, H, 


(I) 


A=: 


"•lïi-l 


m 


B 
B 


m— I 


*m—l 


m 


G 
G 


»?i— 1 


H 
H 


i»-l 


est forcément nul. 

Ce déterminant est du m*^" degré par rapport aux coefficients de cha- 
cune des deux équations (5) et (6). Il est nul chaque fois que ces équa- 
tions (5) et (6) ont une racine commune, c'est-à-dire chaque fois qu'on a 
R = 0. Il s'ensuit que les fonctions R et A ne diffèrent que par un coef- 
ficient numérique (143) ; donc A est bien le résultant des deux équa- 
tions proposées ; et, pour que celles-ci aient une racine commune, il faut 
et il suffit que ce déterminant soit nul. 

153. Considérons actuellement deux équations, qui ne 
soient pas du même degré, par exemple 

ax*-^ bx^-h- c^'-f- dx -h e = et a^x^-h b' x -4- c' ^= o, 

et proposons-nous aussi de déterminer leur résultant. 
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Multiplions tous les termes de la seconde par âr% nous for- 
mons réquation 

(8) dx' -f- Vx^ 4- c?'ar»= G, 

qui est du même degré que la première 

(g) ax^-^- bx*-^ cx^-\- dx -^ e = o» 

Isolons, dans le premier membre des équations (9] et (8), 
d'abord le premier terme, puis les deux premiers, ensuite 
divisons membre à membre; nous formons les équations 

a bx^-h cx^-\- dx -h e 

af'~' b' x^-^-d x^ ' 

ax ->r b cx^-^dx-he 


a X 


c'x^ 


qui reviennent aux suivantes : 

(ab')x*-^ {ad)x^— da'x — ea'= o, 
[a&)x^-^ [(bd) — da']x^— [dV -^ ed)x — eV = o. 

Si Ton adjoint à celles-ci les deux équations 

û'^'H- b' x^-^-c' X == o, 
d x^-v- V X -h c'= o, 

on aura un système de quatre équations du premier degré 
entre les trois inconnues a:% x^ et x. Pour qu'elles soient 
compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul, 
ce qui fournit la résultante demandée 

[aV] [ad] da! ea' 

[ac') [bc')—da' db'^ea' eb' 


a' 
o 


€C 


— a! 


= 0. 


154. Soient données, en général, les deux équations de degrés diffé- 
rents 


(10) 


/(^) = «,^-H ûf, a:"-^ -h . . . -t- «,„ 3= o, 

^(a?) = h^a^ -+- ^j^-* H-.. .-i-^„ = o, 


LES RESULTANTS. 121 

OÙ m > «. Si Ton multiplie tous les termes de la seconde (ii) par jt*-*, 
on forme une équation 

(12) A, j:* H- 6, a:"-' -+-... -h 6^ ^-" = o 

de même degré que (lo). 

Opérant sur les équations (lo) et (12) comme on a fait sur les équa- 
tions (5) et (6), jusqu'à ce qu'on ait isolé les n premiers termes, on 
obtient les n équations 


^.x™- 


bjf"- 


a^ X ^- ûr, 


a^af*-^-^. . .-h<?„ 


h^x -{- b^ b^x"'*-^'.. .-h b^ 


, m—n 


a^af~^ -4- g, af^*-h. . . -h a^_^ _ «„a;^-"-h . ..-+-«„ 


b^x^-' -^ b^x^-^-^ . . .-^~ b^^ ~ 

ô.x*^ 

qui se ramènent à la forme 


/ A^x^'-^^B.ar-^-^.. 

. -f- H, = 0, 

(i3) A,x»-H-B,x«--H.. 

.+ H, = o, 


(i4) 


A^x^^ H- B„^-'-+- . . . -h H, = o. 
A ces /2 équations on adjoindra les m — n équations 

b^xT-'-hb^x^'-^-h- == o, 

b^x'^^ -h = 0, 


. que Ton forme en multipliant la seconde (11] des deux équations données 
par les 771 — « premières puissances de x, j:^*-*", o?^-*-", .,,,x^,x\ji^. 
On a ainsi un système de tti équations (i3) et (14 ) à tti — i inconnues 
jf-\ xf^^^ . . . , ar% ^, qui, pour être compatibles, exigent que leur dé- 
terminant 


(H) 


A = 


A, 

B. 

c, 

... Hf 

A, 

• 

B, 

• 

• 

• • . H. 

« • 

• 
• 

A. 

• 

B. 

• 

■ • 
... H, 

*. 

6. 

K 

... 



*. 

6. 

... 

• 
• 
• 

• 
• 

• 
• 
• 

• 


fc 
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8oit nul. Ce déterminant est du degré n par rapport aux coefficients a de 

l'équation /(j?) = o et du degré m par rapport aux coefficients h de 

l'équation ^ (j?) = o; donc il est égal au résultant de ces deux équations. 

Le calcul de la racine commune s'effectue par le procédé du n"* 166. 

* 155. Méthode de M. Gayley, modifiée par le P. Jonbert. — Si 
l'on parvient, par un moyen quelconque, à former l'équation 

(i5) F(m) = B.w"-h B,a»-'-i- B,a"-*-i-. . .-h B.= o, 

qui admette pour racines les n quantités 

/(p.), /(p,), •••, /(p.), 

on pourra obtenir immédiatement le résultant R des deux équations 

(i6) f{x) =a^a:"-i-fl,j?^-*-+-...-hfl„=o, 

(17) ^[x) = h^a^ -+-ô,ar"-' -+-... -h h^ = o, 

OÙ Pp Pjf - • • ) Pn désignent les n racines de cette dernière équation. 

Il suffira, en effet, de diviser le terme connu B„ de Féquation (i 5) par le 
coefficient B^ du premier terme et de multiplier le quotient par b^^ pour 
avoir, en valeur absolue, le résultant demandé (II) du n"" 140. 

* 156. Premier cas. — Supposons d'abord que les deux équations 
données (16) et (17) soient de même degré, de sorte que n = m. 

Pour former l'équation F(«) = o, considérons la fonction 

,,8^ ^ ^ Ifjx) - ^]y(j) - If if) - u]v{x) ^ 

y — x 

qui est entière par rapport à :c et ^, puisque l'hypothèse y = x annule 
le numérateur. Cette expression est du premier degré par rapport à «; 
elle devient nulle, quel que soit^, si Ton y pose en même temps 

(19) ^=Pr, «=/(Pr), 

OÙ p^ est l'une quelconque des n — m racines de Téquation (17). 

Par conséquent, les m coefficients A^, A,, A„ ..., A„_, des diverses 
puissances jr""S /""S /""S • • •» y > y sont nuls dans (18) pour toutes 
les valeurs de x qui satisfont aux conditions (19). 

Pour calculer ces coefficients, je remarque que la fonction (18] ou <^ 
peut s'écrire 

/(^)yW--/(r)y('^) .. y(r)~?(-^) 

y — x y — x 
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OU bien 


(20) O = iC^x*^ — u 


Ky^' 


-'-^b,x 

y^'^-^b^x^ 

/"~'-h...-T-^.^-' 

+ *. 

-hb^x 

-¥-b,3r-^ 


-^b. 

• 
• 


^b 


m 


OÙ les quantités / et k doivent recevoir les valeurs o, i,a, ...,/7i — i. 
J'obtiens le coefficient A^ de^-""\ en posant X- = m — i et en donnant 
à i les valeurs successives o, 1,2, ..,, m — i ; je l'égale à zéro, ce qui 
me fournit une première équation 

Ao = C. «., — £»tf//-hC, ,„_,x-hC, ,„_,^'h-. . .-+-C^_,,„_,^-' = o. 

Je trouve ensuite le coefficient A, dey"~% en posant X- == /w — 2, et en 
donnant à / les valeurs successives o, i , 2, . . ./w — i ; je l'égale à zéro, ce 
qui me fournit une deuxième équation 

A. = C.,„_,- b,u^{C,^„_,^b.u)x-^C„^^,x'^,, . -i-C^_,,_,^'-» - o. 

Calculant de même le coefficient A^ dey"~' et l'égalant à zéro, on forme 
une troisième équation 

Aa = Co,„_3- b,u -+- (C,^„_, — b,u)x 

Si Ton continue de la sorte, on finira par arriver à la m'^*"' équation, 
qui est la dernière, 

A«., = Co,o - b„,^u H- (C, .— ô^_,w) x 

Ces m équations, entre les m — i premières puissances de x, existent 
pour toutes les valeurs de o: et de u qui satisfont aux conditions (19); si 
Ton considère ces m — i puissances 

comme autant d'inconnues, on aura un système de m équations du pre- 
mier degré à /w — i inconnues. Or, pour que ces équations soient com- 
patibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul (134). On obtient 
ainsi l'équation demandée en 2^ (155) 


NFW = 


• • • 

• • • 

• • • . 


m-i,m— 1 


c 


m—\,m—7 


#n— l,»i— 3 


Cm-,,0-^6« 


= O. 
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Les deux équations (i5) et (21) doivent être identiques; par conséquent 
on obtiendra le terme B^, qui est indépendant de u, eu faisant u = o 
dans (21), ce qui donne 


(III) 


B_=:: 


m 


c c r 

^0,i»-2 *-'l,l»l«2 ^2,III-J 


C 

^m-l,m-3 


'0 


•1,0 


'2,0 


.. C 


'm-l,t 


Le terme qui, dans (21), contient « à la plus haute puissance /? =: m, est 
évidemment fourni par le terme principal du déterminant (21), terme 
dont les éléments appartiennent à la diagonale. Or ce terme est le pro- 
duit de m facteurs binômes dans lesquels la seconde partie est égale 
à — ^^m; la puissance la plus élevée de u dans ce produit se trouvera 
ainsi dans (— ij^^iT, de sorte qu'il vient 

Bo=(-ir^. 

Onadonc(ndunM40) 


R = |?Xfc'J=: 


B 


m 


(-l)"'^ 


x^'? = (-irB„; 


donc ce dernier déterminant B^ ou (III) est, en valeur absolue, le résultant 
cherché. 

*i57. II convient de remarquer que le résultant (III) est un déterminant 
symétrique; car la fonction 4> ou (18) restant égale à elle-même, quand on 
y change x en j et vice versa, le coefficient de :c^/* doit être le môme 
que celui de a^f\ par conséquent on a C^ = Cj^. 

*158. Calcul des éléments dn résnltant (III). — Les coefficients G^ti 
qui constituent les éléments dans le déterminant (III), sont fournis par le 
quotient 

(22) /'W?(r)-/(r)y('^) ^ 

y—x 

où les polynômes /(^) et y(j) sont chacun du /«^*"* degré. 

Nous allons transformer cette expression, pour mieux en déduire les 
coefficients C^. 

Puisque 

nous voyons que a^_^3fi est le terme général ^ej[x) et que ce terme 
fournira l'ensemble des termes de cette fonction, si l'on y remplace p 
successivement par les m + 1 nombres de la suite naturelle o, 1,2, ,.,,m. 
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De même le terme général de ç(/) peut être représenté par b^_^, où 
q devra recevoir la suite des valeurs o, i, 2, ... m; par conséquent 
on a 

Changeant j? en jr et jr en :c, on en déduit ^ 
Le numérateur de notre fraction (22) est donc 
où le terme général 

fournira tous les termes du développement (28), si Ton a soin de donner 
d'abord à p les m -f- 1 valeurs successives o, i, 2, . . . , m, puis de donner, 
dans chacun des /ti + 1 résultats obtenus , les mômes /n + i valeurs 
o, I, 2, . . ., /7i à 7* On trouve ainsi que la différence (28) se compose 
de (m + 1]' termes, dont (24) est l'expression générale. Or les m + 1 de 
ces termes, pour lesquels/? et q sont égaux, s'annulent évidemment; donc 
la différence (28) ne contient en tout que (/w h- i)^— (/w h-i) ou /w (/w h- i) 
termes. 

Ces w(/w-+-i) termes peuvent encore se grouper deux par deux. En 
effet, prenons deux quelconques a et ^ des nombres de la suite o, i , 2, . . . /n, 
et posons d'abord /> = «, 7 = P ; puis /? = p, 7 = a ; nous obtiendrons les 
deux termes 

dont la somme est 


ou 

(25) 

en posant 

(IV) 


«'.^(^«rf-^j^). 


ct^^ m— • M— p ni— p in—tiiÊ* 


Or, si dans le produit (26 ) on change a en p et p en a, les deux facteurs 
changent seulement de signe, de sorte que le produit reste le môme; 
donc on obtiendra tous les termes du développement (28) au moyen du 
produit (25 ), en y donnant à a les valeurs o, 1,2,..., jusqu'à la moitié 
de m exclusivement, et à p les valeurs entières depuis la moitié de m in- 
clusivement jusqu'à m. 


1^ 


c (y 


^ 

^cW 


1 
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Il s'ensuit qu'on peut écrire Tégalité 

où a est moindre que p et où le second membre se compose de 
m {m -h i) 


termes. 


Divisant par^— x, on obtient le développement 

(V) /W 9{.r)-.n.r) T(^) ^^,^^^^^y^.-^^_y,-, 


«-2 


a:P-«-»). 


C'est au moyen de cette expression (Y) que nous allons calculer les 
éléments C^ du résultant R ou (HI). 

La quantité C^,^ est la somme d'un certain nombre de coefficients c^ 
fournis par (IV); or le coefficient c^^, dans (V), n'entre que dans des 
termes où la somme des exposants de :r et j^ est égale à a-+-p — i; par 
suite, on doit toujours avoir iH-^=a-hP — i. Il faudra donc résoudre 
cette équation de toutes les manières possibles, en prenant toujours a 
moindre que p. 

Ainsi l'on donnera à a successivement les valeurs o, i, 2, . . . , i, et l'on 
déterminera les valeurs correspondantes de ^ ; de cette manière 

Pour a = 0, on trouve 6 = / -4- A* -+- t , 
a = I , » p = / -h X-, 

a = 2, » p = iH-A — I, 


» 


» 


a = i 


P = A'H-I. 


On voit donc que l'on a 
(VI) C,.= c -hc 


^Ui ~ ^0,i+»+t 


l,i+» 


'2,i+k-l 


^»,lc+l 


avec la condition (IV). 

D'après ce que nous avons dit relativement au calcul de c^^y on ne doit 
donner à i que des valeurs inférieures à la moitié de t + ^ -^ i . 

* 159. Comme application immédiate , proposons-nous de calculer le 
résultant des deux équations du troisième degré 

ff{x)= b^x^ -i- b^x' -h b^x -^ by 
Ce résultant se déduit de (ÏII) du n** 156, en y faisant /w = 3 ; il est 


G02 C,5 Cj, 

R = Co, C,, C„ 

^00 ^10 '-•20 


'•1 


-•00 


^11 ^i: 


'01 


'•3 
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puisque (157) 

^1» = ^«P Cjo = C„ et Cj, = C,j. 

Pour déterminer les éléments de ce résultant, nous avons recours à la 
formule (VI), qui, combinée avec (IV), nous donné 


^•0 — ^01 

= «3^2 ^A 


(«,*.), 

Cai-^o. -«3^ ^A 


= K6.), 

C«--^.3 -a^\-a,b^ 


= («,*.). 

C„ — <^03 -^ ^lî = «3^. — ^0 ^3 

-^a^b, a,b. 

- ("A) - 

Ci2-<^I3 =^2^ ^.^ 


-(«A), 

C„ — ^Î3 — «1*. — «0^ 


= («.*.). 

Il nous vient donc 

% 



(«3^.) 

("A) 

(«.*.) 


R = 

(«3^) («3 

6.) + («,^) 

(«.*.) 

• 


(«3^) 

{«36.) 

(«3*.) 



{«,*.). 


"^460. Deuxième cas. — Les deux équations données (i6] et (17) sont 
de degrés différents. Supposons que m soit plus grand que n, La fonc- 
tion (18) ou 


peut s'écrire 


(26) = 2Ca^'7* — a 




— u 


X — x 


b^x 


y*-^-^b^x^ 


b^x 


f 


-3 


A.of-* 


-+-^,af-^ 


nr-\ 


elle est du (m — i)*^* degré par rapport à j. Les coefficients /"-^/''-S . . .; 
^, /""*, . .,, ^, ^ des diverses puissances de y doivent encore être 
nuls pour toutes les valeurs de x qui satisfont aux conditions (19). 

Je détermine d*abord les coefficients des n dernières puissances de y^ 
ceux de y^\ /"*, . . . , y , y. Pour cela, il me suffit d'attribuer à X-, 
dans (26), successivement les valeurs « — i, /i — a, . . ., 2, i, o et de 
donner à i, dans chaque résultat, les valeurs successives o, i, 2, ..., 
771 — I. En égalant à zéro ces coefficients ainsi calculés, j'obtiens les 
n équations 


c,,._.^ 


(G,.-,- è.ft) -H (C,,._,- h,u)x + C,^,x' 


-H ... H- C 


m -1,11— I 


m— 1,11— 1 


w— 1,11—3 


= 0, 


== o, 


(C„..- b,,,u) + tC.,0- ^.-3«)^ + (C,.,- b,_,u)x''^,,.-^ [Z^^^^b.u] = 


•* > 
o. 
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D reste à égaler à zéro les /w — » coefficients de jr^\ y^', . . . , y*, 
qui, d après la composition (26) de 4», sont indépendants de «. Les termes 
qui contiennent ces puissances de j ne se trouvent évidemment que 
dans la partie 

/(^)?(r)-/(r)y(^) 

de la fonction 0; or la quantité /(x] ?(/), qui figure au numérateur de 
celte première partie, est du /i**°*' degré par rapport à y\ par suite le 
quotient 

jr — x 

n'est que du (« — i)'*"* degré par rapport à /; donc ce quotient ne con- 
tient aucun des termes cherchés, et ces termes ne peuvent provenir que 
du quotient 

_/(rMxj^_ /{ri. 

y — x ^^ * y — x 

En effectuant la division, on trouve que 


~7(^)7^ = -?(^)^ -^^t 


H-fljJ 


^3 


Égalant à zéro les coefficients des puissances de /, qui sont supé- 
rieures à la (/« — I )**"•, on obtient les m — « équations 

fl.(p(x) = 0, 


qui se réduisent à la seule équation ^(jr) = o. 

Aux n équations (27) déjà écrites, je n^ai donc qu*à adjoindre les 
m-^n équations 

ou 

K-^ K^x^ -^ ^/i-?^'-^ • •-»- ^-^ = o> 

b^ x-^ b,^_iX^ -+- -f- bf,af^^ = 0, 

(28) { b^ ^'-{- -+-^,x"+* =0, 

• •• •• ......•• « j 

b^ xf"-^ »-t- -^b^x^'^o, 
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pour avoir un système de m équations du premier degré à /w — i in- 
connues. Ces équations, devant être vérifiées pour toutes les valeurs de 
X et de « qui satisfont aux conditions (19), exigent que leur déterminant 
soit nul. On trouve ainsi Féquation demandée en u 


«. 


{C,..-6,_,«) 


o 


b^, ... o 


= o. 


On en déduit, comme au n^ 156, la valeur du résultant, qui est 


R = 




'0,0 


n— 1 
2 


r r 

r r 

'-'iii-2,«-2 ^iii-i,i»-a 


c., 


'n— I 


^m-2,0 
O 

O 


o 


o o ... b^ b^ , 


* 161 . D'après cela on trouve facilement que le résultant des deux 
équations 


est le déterminant 


R 


fl^;c^-h «', x^-f- «2 j: 4- «3 = o, 
bf^ûc^-\- b^x-+^ b^~ o 


^A ^i K — ^èK ^1 ^0 — ^0 ^1 

b, b, b. 


§ III. — Calcul des racines communes a deux équations. 

162. Nous savons que, si le résultant des deux équations 
ax^-\- bx -h c^=o, a':r'H- b'a:-\- c'= o 
est nul, ces équations admettent une racine commune. 


DosTOR. — Déterm, 


9 


<* j 


i3o 
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Pour calculer cette racine» nous mettrons les deux équa- 
tions sous la forme 

[ax -^ b)x -4- c = o, 

( a' j; -f- 6' ) j; H- c' := o ; 

éliminant la variable x qui est en évidence, nous obtenons 

réquation 

ax -f 6 c 


a'x-^-b' & 


— o, 


d'où nous tirons 


a 


a 


x-\- 


b 
b' 


et par suite, eu égard à l'égalité (I) du n® 145, 

__[bc') _{cn'] 
^~ [ca')~' [ab')' 

pour la valeur de la racine commune. 

163. Supposons que les deux équations 

ax^-\- bx^-t- ex ^- rfnro, a' x^-{-b'x-h c' = o 

admettent aussi une même racine. Si nous adjoignons à ces 
deux équations celle que donne la multiplication de la se- 
conde par j;, nous formons le système des trois équations 

[a X -{- b )x^-hcx-^d = Oy 

[a! X -hb')x^-^ c' X = o, 

a'x^ -r- b' X -\- d = o, 

entre lesquelles nous pouvons éliminer les puissances x^eXXy 
qui sont en évidence. Nous trouvons ainsi Téquation^du pre- 
mier degré 

ax -h- b c d 


a' X H- b' c' o 
a' b' c' 


zzz o, 


qui nous donnera la racine commune. Cette équation pouvant 
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s'écrire 




a c 

d 


a' & 

o 

• 

o 6' 

c' 

notre racine sera 



b c 

d 


6' c' 




a' b' 

c' 


X -f- 


b 
b' 


6' 


o, 


X 


a 
a' 
o 


c 
6' 


c 


_ c'[bc'—cb') -f- d[b'^— a'c') 
~" c'[ca' — ac') — d.a'b' 


164.. Enfin considérons encore les deux équations, toutes 
deux du troisième degré, 

(i) ax^-\-bx^-\- ex -^ d = o, a' x^-i- b' x^-\- c'x -h d^= o, 

auxquelles nous attribuons une racine commune. En leur 
adjoignant les deux équations que fournit leur multiplication 
par X, on forme le système des quatre équations 

[a X -h b)x^-}-'C x^~h dx =:: o, 

ax^ 'h b x^ -i- c X -h d = o, 
[a' X -{- b^)x^-\-' c'x^-h d^x r=r o, 
a'x^-h b'x'-h c'x -h rf'~ o 

entre les trois inconnues x^, x^ et x. Éliminant ces variables, 
considérées comme indépendantes, on obtient Téquation 


ou 




ax -\- 

c 

a 

o 





a b 

c 

d 





a'x -hb' v' 

d' 

o 






a' b' 

c' 

d' 



a 

c 

d o 


b 

c 

d 

o 

o 

a' 

b 

c' 

c d 
d' o 

X ->t- 

a 
b' 

b 

c' 

c 
d' 

d 

o 

o 

b' 

c' d' 


a' 

b' 

c' 

d' 


o, 


qui donne la valeur de la racine commune. 


9< 
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165. Si les deux équations (i) avaient deux racines com- 
munes, on les mettrait sous la forme 

[ax^'\-bx-hc)x-hd =o, 
(a'^'-i- b'x -^ c')x-h d' = o; 

éliminant x entre celles-ci, on obtient Téquation 


= 0, 


ax* -+- bx -h c d 
a'x'-^-b'x-^c' d' 
qui revient à 

[ax^ -h bx-hc)d' — {a'x^ -\- b'x -h c') d = o, 

ou à 

^ad' — da') x\-h [bd' — db')x-^ (cd' — de') = o, 

et donne, pour les deux racines communes, les valeurs 


x = 


db' — bd' dr sl{bd' — db'Y--^ [ad' — da' ) [cd — dd ) 


2 [ad' — dà ) 


166. En général, considérons les deux équations (5) et (6) du n^ 152, 
qui sont toutes les deux du tw**"* degré. 

Si ces deux équations ont une racine commune, leur résultant (I) du 
n^152 sera nul. 

Supposons que, dans ce déterminant (I), Tun des déterminants mineurs, 
correspondant aux éléments de la dernière colonne des H, ne soit pas nul, 
par exemple, le déterminant mineur qui correspond à l'élément H„. Si 
nous supprimons, dans le système (7) du n*" 15^, Téquation qui contient 
cet élément H^, nous aurons un système de /w — i équations à /w — i in- 
connues, savoir : 


A3 07--' 




Bgj:^-* 




...h-G,j: -h h, = o, 
. ..-t-Gjj? "^Hj = o, 

. . . -f- G3 ^ -H H3 =0, 


A_,^"-^ -H B_,^^-4- C,_, j:"-^h-. . . -f-G_,x+ H^„ = o, 


qui sont du premier degré par rapport à chacune des /w — i puis- 
sances af''\ o:""', . . . , ^', j: de l'inconnue x. 

Si nous voulons avoir la première puissance de la racine commune, 
nous résoudrons ce dernier système par rapport à la première puissance 
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de or. Nous trouvons ainsi Téquation du premier degré 
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A. 

B, 

G, 


A. 

B. 

« • • 

H, 

A, 

• 
• 

B, 

• 

• • 

• • 

X -^ 

A, 

• 
• 

B, 

• 

• • • 

• 
• 

H, 

« 
• 

A„_. 

• 

• • 

' 

«À._. 

B„_. 

• 

• • • 

H».-. 


= 0, 


qui nous donne la valeur de la racine commune. 

Si Ton voulait avoir la «**"• puissance de la racine commune, où i est 
un nombre entier inférieur à m, on résoudrait le système précédent par 
rapport à Tinconnue x*. 

On opérerait et l'on raisonnerait d'une manière analogue sur le sys- 
tème des deux équations (lo) et (ii) du n® 134, qui sont Tune du/7i**™'et 
Vautre du /2**"* degré. 

167. Pour mieux nous faire comprendre, appliquons cette théorie au 
système des deux équations du quatrième degré 

ax*-\-bx^-^cx^-^ dx -+- e = o, 
dx^ -h b'x^ -+- c'x^ -h d'x -h Éf' = o. 

Cherchons le résultant de ces deux équations par la méthode de Cau- 
chy (n** 152). Nous formons le système des équations 


a 


ba? 


ex* 


dx 


a' 

b' 

'x' 

-^cx^ 

-4- d'x -t- 

e'' 

ax-\- 

b 

cx^ 

-hdx -h e 

a'x-^ 

6' 

~cV 

H- d'x H- e' ' 

ax^ 

-H 

b 

X -^ c 

dx -h 
"" cfx -^ 

e 

a'x' 

•^ 

y 

X -hc' 

e-' 

a a? 

-h 

b 

x^ -hc x-h d 

e 


a' a? -h b'x:^ -hc'x -i-d e' 


qui, mises sous forme entière, se réduisent au système 


(I) 


{ab']x^ 
{ac')x' 
{ad ) x"" 
{ae']x? 


[ac)x'* -4- (ad)x -+- [ae'] = o, 
[{ad') -4- (bc')]x^-+- [[ae') -f- (bd')]x 
[(«£') -^ (àd')] x'-h [{bc'} -^ {cd')]x 
(be') x^-f- (c€f)x +- (de') = o 


[be') 
[ce') 


o, 
o. 


■..? 


de quatre équations aux trois inconnues a^, x^ et x. 


(^^ 
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Si les deux équations proposées ont une racine commune, cette 
racine satisfait au système (i), ce qui exige que l'on ait 


(2) 


A = 


{aV) [ad] 

{ae') ^ (be') 


(ad') (ae') 

(ae')-h(bd') (be') 

(bc')-^-(cd') (ce') 

'^ {ce') (de') 


= o. 


Cette condition étant remplie, on peut calculer la racine commune. 

Admettons que les déterminants mineurs, qui correspondent aux 
éléments de la dernière colonne, ne soient pas tous nuls, et que, par 
exemple, le déterminant mineur 


(3) 


S = 


(ab') 

iac') lad') 

[ac'l 

{ad')-i-(bc') {ae-)-h(bd) 

[ad') 

{ac')-+-(bd') (bc')-^{cd') 


qui correspond à l'élément (de') de la quatrième colonne, soit différent de 
zéro. 
On aura le système des trois équations 


(4) 


(ab')x' 
(ac ) x^ 
(ad' )^ 


(ac')x^ -+- (ad')x 
[(ad')-^(bc')'\x^ 
[{ac')-^\bd')'\x' 


(ae') 
[(ae') 
[(bc') 


— o, 


(bd')'\x 
(cd!)'\x 


(be') 
(ce') 


o, 
o, 


qu'on résoudra par rapport à l'inconnue x. On en déduira 


(ab') (ac') (a'd) 

U' {sdL) (ad')H-(bc') (ae')^{be':) 
(ad) (ac')-i-(bd') (bc')-\-(cd') 


X 


(ab') (ac') 

(ac'i (ad')-h(bc') 
(a^) (ac')-^-(bd) 


(ae') 
(be') 
[ce') 


= 0, 


pour la valeur de la racine commune. 

Si tous les déterminants mineurs relatifs aux éléments de la dernière 
colonne dans A (i) sont nuls, on aura un système de trois équations (4) 
à trois inconnues dont le déterminant est nul. Par suite, il y a indé- 
termination, puisqu'il ne saurait y avoir impossibilité, attendu que le 
système (4) est satisfaiX par la racine commune des deux équations 
données, racine dont l'existence est constatée par la relation A = o. 

Dans ce cas les équations proposées admettent au moins deux racines 
communes. 

Le déterminant ^ (3) étant nul, supposons que dans § les déterminants 
mineurs relatifs aux éléments de la dernière colonne ne soient pas tous 
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nuls, et que, par exemple, le déterminant mineur 

(ab') (ac') 

(ac') (ad') -+- (bc') 


S'.= 


qui correspond à l'élément (be') -h [e(fj de la troisième colonne, soit dif- 
férent de zéro. 

On prendra le système des deux équations 

[ab') ar^ -h [ac') û^ -h (ad')x-h (ae') =o, 

(ac')x'-^[(ad') -+■ (bj^)]x^-h[{ae') -+- {bd')]x-^ (be') = o, 

entre les deux inconnues x^ et x^^ et on le résoudra par rapport à Tin- 
connue x^. On trouve ainsi l'équation du second degré 


[ab') (ac') 

(ac') (ad')-h(bc') 


x^ 


[ab') {ad')x-^{ae') | 

(«£') [(ae')-+-(bd')x-h(be') j "" ^' 


qni donne les deux racines communes. 
De ce qui précède on conclut que : 

Chaque fois que les coefficients des équations (S) et (Çt) du n^i^Sfisont 
réels y si ces équations admettent une racine commune, cette racine est 
réelle; 

S'il y a deux racines communes, elles sont ou réelles toutes les deux 
ou imaginaires conjuguées; ^ 

S'il jr en a trois, elles sont ou toutes les trois réelles, ou bien l'une est 
réelle et les deux autres sont imaginaires conjuguées. 


§ IV» — ■ Calcul des racines doubles d'une équation. 

168. La méthode que nous allons employer est générale. 
Nous la donnons pour l'équation du troisième degré 

(i) f[x)=zx^-\-Zax^-^Zbx-\-c^o. 

Si cette équation admet une racine double ^ = a, la racine 
sera commune à Téquation donnée (i) et à celle 

(2) f[^] =^^ -t-2«J7-f-6 = 0, 

que Ton obtient en égalant à zéro la dérivée première 
def[x). 
La résultante des deux équations (i) et (2) fournit la con- 


r«. 


' ^ C 
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3 ô - C 


(2-j 


dition poi^r qu'elles admettent une racine commune» et par 
suite aussi la condition pour que l'équation (i] ait deux racines 
égales. 

Pour éliminer x entre les équations (i) et (2), nous em- 
ploierons la méthode d'Euler, en posant 


a?* -f- 3 a j;^ -f- 3 ^ j: -h c 


X — a 


= :r'-i-A:r-f-B, 


X' 


aax 


X — <x 


= arH-C, 


et en multipliant ces deux égalités en croix. Nous obtenons 
ainsi l'équation 

{x^'+-Ax'-\-B){x^-\-!2iax-\-b)--{x'hC)[x^'h3ax^^3bx-^ç) = o, 

qui se réduit à 

(A — C — a)^» + (2Aa-+-B— 3Ca— 26) a;' 

-4- (A6 -i-2Ba — 3C6 — c) a: + B6j]c = o. 

Egalant à zéro les coefficients des diverses puissances de or, 
nous formons les quatre équations, à trois inconnues A» B, C, 

A — C — a =0, 

2aA-l- B — 3aC — 26 = 0, 

6A -4- 2aB — 36C — c =0, 

6B— cC =0, 


qui, pour être compatibles, exigent que leur déterminant soit 
nul (13i!i']. On trouve ainsi l'équation de condition 


= 


I o I a 

2a I 3a 2b 

b 2a 3b c 

o b c o 


i o o a 

ia i a nb 

b 2.a ib c 

b c o 

1 a 7.b 
na nb c — a 
é c o 

qui se réduit à ^ 

(3) ^a?c—3a'b^—&abc -f- 46* -f- c^—o. 

Lorsque cette condition est remplie, on obtient la valeur 


7.a i a 
b 2a 26 
o b c 
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de la racine double, en éliminant x^ et x entre les trois équa- 
tions 

{x -^Sa) x^-h^bx-^ c^=o, 

(ar-f- 2a) or'-l- bx =o, 

x^ -f- 2ax -h b = 0, 

dont la seconde s'obtient en multipliant (a) par x, et où les 
coefficients de x^ sont regardés comme des constantes. 
La racine double est donc fournie par Téquation 


x-h 3a 3b c 

X -h 7.a b Q 

i 2a b 


= o, 


qui donne 


(4) * = - 


3a 

36 

c 

2a 

b 

o 

I 

aa 

b 

I 

36 

c 

I 

b 

o 

o 

2a 

b 


3a(6' — ac)-f-c(6 — g^) 
2(6* — ac) 


ou 

^b (b^ — ac) -^ c {c — ab) 

~-- 2a (6^ — ac) 

en ayant égard à la relation (3). 
Si l'équation du troisième degré est donnée sous la forme 

(5) x^-h px-h q = Of 

il suffira de poser» dans la relation (3) et la valeur {/^), 

a = o, b=^9 c=q. 

On trouve ainsi que Téquation (5) admettra une racine double 
si l'on a 

s 


(D'-ay- 


et que cette racine double sera 


l3 

2p 
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§ V. — Résolution de l'équation du troisième degré. 


169. Considérons le déterminant du troisième ordre 


(0 


A = 


,a h c 
b c a 
c a b 


nous en obtenons* la valeur développée, en l'ordonnant sui- 
vanvles éléments de la première colonne; il nous vient ainsi 


A = <2 


c 

a 

b 

b 

c 

• 

4- c 

b 

c 

a 

b 


a 

b 


c 

a 


ou 


(^) 


= a[bc — a^) -hb{ca^b^) -^c{ab — c^]. 


A = 3abc — (a^-4- 6»+ c«). 


Nous trouverons une autre expression de A, en augmen- 
tant, dans (i), la première colonne de la âomme des deux 
autres; ce qui nous donne 

a-hb -hc b c 

—. [a -h b -]- c) 


b 
c 


ç 
a 


a c a 
b a b 


I 
I 

I 


b c 
c a 
a b 


et prouve que le polynôme (2) admet le diviseur a + 6 -f- c. 
Soit a Tune des deux racines cubiques imaginaires de 
Tunité, l'autre sera a*. Si dans (2] nous remplaçons a et i 
respectivement par aa. et 6a% ce polynôme devient 

attendu que (x?=i; ce polynôme n'a donc pas changé et Ton a 


aoL 6a' c 
bûc^ c aoL 
c ace ba^ 


aoL 


OL' 


OL' 


c 

ba} -\- c -^ aoL c aa. 
cH-aa + 6a' aa ba} 
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iSg 


ou 


A — [aa. -f- ba}-^ c) 


i ba} c 
I c aa 
I aa ba} 


donc le polynôme (2) est aussi divisible par aa -f- 6a' 4- c. 
On verrail de même qu'il est encore divisible par aa'-h ba-\-c. 
Il vient ainsi, quels que soient a, b et c, 

3fl6c — (a^-f- 6^-hc'*) 

=: (a -4- 6 -Hc) (aa -:- ba^-h c) [aa^-v- 6a -f- r) X j; 

or, pour a — o et 6 = 0, les deux membres se réduisent à 
— c^ et c^q'y par suite, q est égal à — i et Ton a 

(3) a'-f- b^-\- c^—Zabc —[a-\-b-{-c] [aa -h ba^^ c) (aa'-l- 6a -h c). 

Dans cette identité remplaçons c par — ^; elle devient, par 
le changement des signes, 

a^ — Zabx — a^~-¥=^[x — a — b) [x — aa — ba^] [x — aa^ — 6a), 
et donne 

(4) Xxzzj^a-}- by x^~zaa-\- ba^y x^znz aa^-\- ba 
pour les trois racines de l'équation 


(5) 


x^ — 3abx — a^ — b^r- o. 


Si Ton avait à résoudre l'équation 


(6) 


x^-h px "{- q z=o, 


il suffirait de poser dans (5) 

ab~—§^ a^-\- b^—-~ q, 

ce qui donnerait pour a et 6 les valeurs connues 


"=\/^v^^-ï' '-V'- 




l4o LIVRE II. — GHAPITRB III. 

Les trois racines de l'équation (6) seront donc 


Xx 


= \l\ - sjÇ\ -\J\-\I 


^-f 


a?2 = 


"--3 — 


'-<Jî^ 


£1 

27 


4 


27 


2 


-0-\/ë-|" 


^3 — 


_vcrî_ 


-v/'-vf^-'^v/^N/^-? 


170. Nous venons de voir que le déterminant (i) du troisième ordre 
se décompose en un produit de trois facteurs du premier degré par rap- 
port aux quantités a, b et c. Cette décomposition constitue un cas parti- 
culier de la proposition suivante. 

Théorème. — L^rsqu^un déterminant du /i""** ordre 


(7) 


A = 


a 

b 

c 

• « • 

X- 

l 

b 

C 

• • • 

k 

/ 

a 

c 

• 

m 

« • • 
• 

k 

• 

• 

• 

• 

a 

m 
m 

b 

• 
• 


/ a 


• > • A* 


a pour lignes ou pour colonnes les n permutations circulaires que Von 
peut former avec une suite de n quantités 

a% Oy Cj • • ■ . A', ly 

ce déterminant est le produit de n facteurs du premier degré par rap- 
port à ces quantités. Ces facteurs sont les sommes des produits que Von 
obtient, en multipliant ces quantités par les n puissances successives de 
chacune des n racines «**'««' de l'unité. 

Soient «, p, 7, . . . , > les /i racines «**"*• de Tunité. A la première co- 
lonne de A ajoutons les /z — i autres colonnes multipliées respectivement 
par les /z — I premières puissances de a ; nous aurons 


^ = 


a -^ ba.-\- ca}~\- ...-+- X a""' -h / a""* b 
b -h coc-h -h/ o^' -i- ûa""* c 


a oc 


n-2 


boT-' 


k 
l 


k l 
l a 
a b 


l 


aoL 


ba} 


-h X^a»-' 
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Appelons A le premier élément 
de la première colonne; nous avons le second élément de cette colonne 

^ -+- ca -f- . . . -+- /a"-^-+- aa"-* = a"-^ (ôa -h ca'n- ... -h /a"-'-+- a) = ol'^^ .A, 

attendu que 

a*»-* .a = a" = I , a"*"* .a^ = a".a = a, . . . , à'•-^a"-* = a''.a'»-*= a""^; 

il s'ensuit que le premier élément A de la première colonne divise le 
second élément de cette colonne ; il est facile de voir que A divise aussi 
le troisième élément, le quatrième et jusqu'au dernier élément de la pre- 
mière colonne ; donc le déterminant A est divisible par 

A = a-^ boL-h C(x}-i-. . .H- /a""'. 

On verrait de môme qu'il est divisible par 

« 

B = fl -+- ^P -+- cp^H-. . .-+- /p»-', 
C = « -+- ^7 -H C7*H-. . .-h l'f''\ 

et ainsi de suite. Ce déterminant A est donc de la forme 
(8) < X («-+-67-hC7»-+-...-h/7«-') 


X («-+-^> -+-cV-+-...-+-/>'*-'); 

mais rhypothèse a = b = c = .,.= ^=o réduit le déterminant (7) à 
la seconde diagonale, qui est composée de n éléments égaux à /; la va- 

n(n-l) 

leur de ce déterminant se réduit donc à (— i) * /". La môme hypo- 

n{n-i) 

thèse réduit le déterminant (8) à K/*. Donc on a K = (— i) « . 


§ VI. — Les différences des racines d'une équation. 

171. Produit des différences de n quantités. — Soient 
données les n quantités quelconques 

(i) a, b, c, .,., ff, l 


l42 

et le déterminant 
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(2) 


A = 


I 

1 

I 

I 

a 

b 

c 

/ 

a} 

b' 

c' 

. /' 


^„_, ^„_, 


.n— 1 


/„-. 


formé avec les n premières puissances de ces quantités, 
comptées à partir de la puissance zéro. Si dans A nous posons 
b=:a,]es deux premières colonnes deviendront identiques 
et le déterminant s'annulera; par suite A est divisible par 
a — b. On verrait de même que A est divisible par la diffé- 
rence de deux quelconques des n quantités (i). Donc on a 


^ = K[a 


b][a 
x(6 


(3) 


c][a 
c)[b 
X[c 


d), 
d). 
d). 




k)[a 
k){h 
k){c 


l) 
l) 
l] 


X{h-k]{h-l] 
X(/f-/), 


où K désigne le coefficient par lequel il faut multiplier le 
produit des différences des n quantités (i) pour avoir A. 

Or le degré de ce produit est i-h2+3+...+(ra— 1)=-^ '- 

et le degré du déterminant (2) est aussi — ' ; donc K ne 

peut représenter qu'un facteur numérique. 
^ Supposons que les n quantités (a) soient rangées par ordre 

de grandeurs croissantes; chacune des -^ différences du 

produit (3) sera négative; par suite on a Ki= (— i) * . 

172. Produit des carrés des différences des racines d'une 
équation algébrique. — Supposons que les n quantités (i) 
soient les racines d'une équation f{(x:) = o, et désignons par 
*o, *i, *2, . . , Sin-i les sommes des puissances zéro, première. 
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deu"xième, ..., (a/i— - a)'*"'* de ces racines. Si nous élevons 
au carré le déterminant (2), nous aurons 


\^= 


H-I-f-H-...-4-I 

a-i-ô-^-. 

..-+-/ .. 

^«-i ^ ^«-1 _^ ^ ^.-1 

û -H A -4- ...-+- / 

û'+ô'-h. 

..-+-/' .. 

rt"-h^^-4-...-+-/» 

«'-+-0^-+-...-+-/^ 

fl»-+-6^-i-. 

..-hP .. 

. Û»H"« + ^+t _+.... -H /»+« 


OU bien 


311-3 


A' = 


S9 

Si 

S2 

Sfi—i 

Si 

Si 

Si • 

• • Sn 

S2 

Si 

Sa 

• • ^n4-i 


^n — 1 Stt Sn-i-i 


Sin- 


pour le produit des carrés des différences des racines de 
notre équation. 

Si réquation a deux racines égales, ce dernier déterminant 
est forcément nul. 

Ainsi réquation du troisième degré aura deux racines 
égales, si Ton a 

Sq Si Si 


Si Si S3 
Si 5s 54 


o. 


Il est d'ailleurs facile de voir que le déterminant 

2-f-i 2a -f- (3' 2a'-hp= 


2a + (3 2a'-f-p» 2a^-i-p 
2a^-+-(3^ 2a«-h(33 2a*-f-p^ 

où a représente la racine double et p la racine simple, est 
égal à zéro. 

173. Somme des carrés des différences des racines de 
réquation du troisième degré. — Nous savons que (108) 


I I I 
abc 


[b — a) -^ [c — b) -h [a — c); 
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or la somme des carrés des trois déterminants compris dans 
cette notation est (112) 


1 + 1-4-1 a-hb -\- c 

par conséquent il vient * 

(a — by '^- [b — cY -h [c -- aY = 


S9 St 
Si Si 


s. Si 

Si S. 


Nous pouvons supposer que a, 6 et c soient les racines de 
réquation du troisième degré. 


§ YII. — Résolution d'un système de deux équations 

A DEUX inconnues. 


Mk. Proposons-nous de résoudre le système des deux 
équations à deux inconnues x et^*, 

/(^>r) = o, 9(^,7) = o, 

dont nous supposerons la première du m^*™* degré par rap- 
port à a: et j et la seconde du n*^™ degré par rapport à ces 
inconnues. 

Ordonnons les deux équations par rapport aux puissances 
décroissantes de x et soient 


(') 


f[xyy) = a^x" -f- aiX'^^ -î- . . . -f- ««,=: o, 
cp (x,jr) = boX'* -h bi a:»"' -f- . . . -h ft„ :=r o 


les formes résultantes de ces deux équations, dans lesquelles 
les coefficients a^, ai, ..., a„ et b^, bt, ..., b^ seront des 
fonctions de y. Le coefficient a^ sera du degré-zéro par rapport 
à j, ai du degré i au plus, a^ du degré 2, . . ., ay„ du degré m 
en /; de même les coefficients 60, 61, . . ., 6» seront au plus 
des degrés o, i, . . ., n par rapport à j. 

Soit ^=: a, j=(3une solution du système donné (i). Si 
dans ces équations nous posons ^ = p, nous aurons deux 
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équations en x^ 

qui admettront une racine commune a. 

Éliminant x entre ces deux équations (2), d'après la mé- 
thode de Cauchy (152 et 154), nous obtenons l'équrftion 
résultante R==o, qui exprime la condition nécessaire et suf- 
fisante pour que les équations (2] aient une racine com- 
mune. 

Siy dans Téquation R = o, nous remettons 7 à la place de p, 
la relation R =: o sera une équation en y. 

175. Cette équation sera au plus du degré mn par rap- 
port à y. 

En effet, le résultant R est une fonction algébrique, entière 
et rationnelle, des coefficients «o, ^i, . . ., a« et 6o> fti,- . -, K 
des équations (i) et (2); il est du w**"* degré par rapport à 
^i«, «!,..., a« et du /i'*"' degré par rapport à 60, fti, . . . , ft.- 
Mais, parmi les premiers coefficients, a» contient/ à la puis- 
sance la plus élevée qui ne dépasse pas la m**"*; par suite R, 
qui est du /i**"* degré par rapport aux a, est au plus du 
m/i**"* degré en y. 

De même, parmi les seconds coefficients, 6» contient 7 à la 
puissance la plu? élevée qui ne dépasse pas la ii**™«; par 
suite R, qui est du «**"* degré par rapport aux 6, est au plus 
du m/i**™* degré en j. 

176. Pour résoudre le système (i), de l'équation résul- 
tante R ^ o, qui est du degré mn en y^ on tire les mn valeurs 
de jr 

On les substitue dans les deux équations (i). On obtient ainsi 
mn groupes de deux équations en Xy qui sont 

f[x,y,]^o, 9(^,7-,) =0; 

/(r,J,;::=0, 9(^,72) =^0; 


/y^,r««) ^ o, 9 [x.y^n] = o. 

DosTOR. — Déterm, »o 


l46 LIYKB II. — CHAPITRE III. — LES RÉSULTANTS. 

On détermine ensuite la racine commune aux deux équations 
de chaque groupe. Si ^o:r2»...,Xm désignent les racines 
communes à ces mn groupes respectifs, les couples de va- 
leurs 

> > 


X:=X 


mny 


r=r' 


mm 


formeront les solutions du système proposé. 

177. Lorsque les deux équations (i) sont du même degré m, 
l'équation du degré m' en y sera (152) 


A. 
A, 


B. 
B, 

« 

B. 


H. 
H, 


H 


m 


==0, 


où Aiy Bi, . . . y Aa^ . . . , H« ont les valeurs ( 152) 

Aa^ao^a — ûfafto» » 


• 9 


I • • • > H« = Om-i bm — ùmbm^f 

Si, au contraire, les deux équations sont de degrés diffé- 
rents m et n, l'équation du degré mn en j sera (154) 


A. 

B. 

vil 

H| 

A, 

• 

B, 

• 

\J2 • • 

• 

,. H, 

• 

A, 

B» 

Lin 

1 • 

b> 

b, 

b, . 

o 

• 

• 
• 

• 

• 
• 

• 
• 
• 

• * 

• • 
• 


o ... b. 


z=0. 
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CHAPITRE IV. 

appucahon des déterminants a la trigonométrie. 


178. Relation entre les cosinus des trois angles d'un 
triangle. — Soient A, B, C les trois angles d'un triangle et 
a, b, c les côtés respectivement opposés. Sur chacun des trois 
côtés projetons l'ensemble des deux autres côtés; nous for- 
mons les trois équations homogènes du premier'degré entré 
les trois inconnues a, b, c 

I— a -h b cosC -}- c cosB = o, 

a cosC — b -h c cos A = o, 

acosB-4- 6cosA — c =o, 

qui, devant être compatibles, exigent que leur déterminant 
soit nul. On trouve ainsi la relation v 

— r cosG cosB 

(i) cosC —I cosA =0, 

cosB cosA — I 
ou 

(i) cos^ A -t- cos^B 4- cos'G — 2 cos A cosB cosC — 1 = 0. 

179. Condition pour que trois droites 0a,0b,0c [fig. i), 



issues d'un même pointO, soient situées dans un même plan. 
— Posons les angles aOc=: A, 60c? = B, «06 = 0. Par un 


10. 
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point quelconque a de la droite Oa menons une parallèle ac 
à 06. Si la droite 06 est située dans le plan aOc, cette paral- 
lèle rencontre la ligne Oc en un point c et forme avec elle 
et Oale triangle Oac. 
Les trois angles de ce triangle seront 

aOc==Xf Oca=^ bOc = B, Oac = tt — aOft = 7r — C; 

par conséquent nous avons entre ces angles la relation (178j 


— I 

— cosC 

cosB 

-cosC 

-^ i 

cosA 

cosB 

cosA 

— I 


Nous pouvons multiplier la première et la deuxième ligne 
par — i».puis multiplier aussi par — i la troisième colonne'^ré- 
sultante; nous obtenons ainsi la condition demandée 


(II) 


I cosC cosB 
cosC I cosA; 
cosB cosA I 


dont le développement est 

(2) 1 — cos^A — cos'B— cos'C -4-2COsAcosBcosC = o. 

Si a et (3 désignent les angles que fait une droite Oc avec 
les deux axes de coordonnées Oa et 06, et que 6 soit l'angle 
de ces axes, on aura entre ces trois angles la reljition 


(in) 


OU 


I cosa cos(3 
cosa I COS0 

cosj3 cosO i 


o. 


(3) 


sin'0 = cos*a H- cos^p — 2 cosa cos(3cos0. 


180. Réciproquement, si la condition (II) ou [2) est remplie, 
les trois droites Oa, 06, Oc {Jig. 2) sont situées dans un même 
plan. 
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Car, si Ton augmente et que l'on diminue à la fois le pre- 



mier membre du produit cos*Acos'B, Tégaliié précédente (2) 
devient 

i — cos^A —, cos'B -h cos'A cos^B — cos*A cos'B 

-f- 2cosA cosB cosC — cos'C = o 

ou 

(1 — nos'A) (i — cos*B) — (cosAcosB — cosC)'=: o, 

qu'on peut écrire 

sin^Asin'B ~ (cosAcosB — cosC)'=:o, 

ou encore 

(sinAsinB -f- cosAcosB — cosC) 

X (sin A sinB — cosAcosB-}- cosC) — -o. 

Le premier facteur est égal à 

,4 lï^ n . C-hA-B . C-A-t-B 

cosf A — B — cosG = 2sin sm ; 

. ^ 2 

le second facteur est égal à 

cosC — cos A -+- B M=: 2 sin sin 

^ ' 2 2 

Notre relation (2) revient donc à Téquation 

,,, , . AH-B-+-C . B-f-C-A . Ch-A — B . A-^B — C 
4 asin sm sm sm = 0. 

^^^ ^ 2 2 2 2 

Or celle-ci exprime que la somme des trois angles A, B, C 
est égale à quatre angles droits, ou que Tun d'eux est égal à 
la somme des deux autres; donc les trois droites Oa, 06, 
Oc sont situées dans un même plan. 


i5o 
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* 1 81 . Nous pouvons donner une application curieuse de la formule (II), 
en l'employant à déterminer le rayon du cercle tangent à trois cercles 
donnés. 

Soient 0,, 0„ O3 les centres de ces trois cercles; r^yr^J r, leurs rayons. 
Considérons le cercle qui est tangent extérieurement à nos cercles et 
soit son centre et x son rayon. 

Joignons le centre aux centres des trois cercles donnés et menons 
les droites 0,0,, 0,0„ 0,0,. 

Afin de simplifier les calculs, posons 

(5) 00, = j:-+-r, = R„ 00, = ^-hr, = R„ 00, = a: -h r3 = R,, 
et faisons 


(6) 
puis 


0,03 


a, 0,0, = b, 0,0,= c, 


l'angle 0,003 = A, 0300^ = 8, 0,00, = C. 

Les angles A, B, C, étant compris entre trois droites 00,, OO,» OO3 
issues, dans le plan, d'un môme point 0, satisfont nécessairement à la 
relation (II). 

Or le triangle 00,0, nous donne 


0, 0, = 00, H- 00, — 2OO, 00, cosC, 
ou, en ayant égard aux égalités (5) et (6), 

c'= Rf -h r; — aR,ft, cosC; 
par conséquent nous avons 

aR, R3 cos A =^ RJ -h r; — a^ 

2R3R, cosB = RJ -f- r; — è^ 

aR, R,cosC = r; -h RJ — cK 

Substituons ces valeurs dans la relation (II), après avoir multiplié les 
trois lignes respectivement par aR,, aR„ aR3 et les trois colonnes par 
R,, R„ R3; nous obtenons l'équation 




aRî Rj-^-Rj-c» 

RI -i- r; b' 


r;-+-r;-c' 2R5 

RJ-hRÎ-fl» 


Rî-t-RJ b' R^H-RJ a^ 

aR* 

que nous pouvons mettre sous la forme 



r -r; -Kl 

-RJ 


aRî R5-+-R5-C» 

R3^-4-Rî-^» 

R;-4-R5-c» aRJ 

R54-Rî-fl> 




Rî-hRJ-é»^ R5 + RJ-_«2 

aRJ 


= 0, 


=: G. 
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On peut simplifier le premier membre, en ajoutant la première ligne à 
chacune des trois suivantes, ce qui donne 




I ~Rî ~Rj -r; 




I Rî RJ-c* Rî~^' 




I RJ c» Rî RJ a* 


• 


I R;-^^ RJ-a> RJ 


ou encore 






I o o o 


I 

o r; rî -rj 


1 

~r; Rî r;-c» rî-^* 


I 

Rî Rî c» Rî Rî a" 


I 

R; rî h'' Rî a^ Rî 



= o, 


= o. 


Dans cetle équation on peut aussi simplifier le premier membre, en 
ajoutant la seconde colonne à chacune des trois suivantes. Nous trouvons 
ainsi, après avoir changé les signes de la première ligne, puis des quatre 
dernières colonnes, 


o 

I 

I 

I 

I 

I 

o 

Rî 

Rî 

R? 

I 

Rî 

O 

à 

b' 

I 

R? 

c" 



a" 

I 

R5 

b' 

a^ 

o 


o. 


II nous suffira ici de mettre à la place de R^, R,, R3 leurs valeurs (5), 
pour avoir l'équation 


o 
I 


I 
o 


I (x-+-r,J» 
I (x-\-r^Y 
I [x-^r^Y 


III 

[x-+-r,Y [x-^r^Y [j^-^r^Y 


o 

2 


c 

b' 


a' 


b' 
o 


= o. 


qui nous donne le rayon x du cercle tangent aux trois cercles donnés. 

182. Relation en déterminant entre les txois côtés a^ b, c 
d'un triangle et l'angle A opposé à Tun d'eux. — Dans les 
équations (i) considérons comme inconnues les angles B etC. 
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Ces équations pouvant s'écrire 

a— b cosG — c cosB = o, 
b — ccosA — a cosC — o.cosB nr o, 
c — 6cosÂ — o.cosC — a cosB = o, 

on voit que rélimination de — cosC ei — cosB donne immé- 
diatement la relation 


a b c 

b — ccosA a o 
c — 6cosA o a 


o, 


qui devient, en divisant les deux dernières colonnes* par a, 
puis en multipliant par a la première ligne résultante. 


«^ b c 

b — ccosA i o 
c — b cosA o I 


= o. 


On en lire 








o b c 


a' 


6 — ccosA I o 
c — ftcosA o 1 

ou encore 





o 

b 

c 


(IV) a'- 

b 

I 

cosA 

— b'-hc^ 


c 

cosA 

I 



183. Résoudre l'équation 


A = 


I 

COS^ 

o 

o 

COSa: 

I 

cosa 

cos(3 

o 

cosa 

I 

cosy 

O 

cos(3 

cosy 

I 


= o. 


De la seconde ligne retranchons la première multipliée 
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par cos;r; il nous vient 


A=^ 


1 COS:r o o 

G sin'or cosa cosj3 

o cosa I cosy 

o cos(3 cosy i 


sin'^ cosa cos(î 
cosa I cosy )=o. 
cos(3 cosy I 


En développant ce dernier déterminant par la règle de 
Sarrus (52), on trouve de suite que 

sin^y sin'iT = cos'a -t- cos'(î — 2 cosa cosj3 cosy, 


d'où 


sina?=: 


±: v^cos'a -f- cos^(3 — 2 cosa cos(3 cosy 


siny 


18&. Vérifier Tégalité 


I 
I 

cosv 


I I 

cosv C0S|:x 

1 cosX 
I cos|[S'^ cosA 1 


= — 16 sm^- sm'- sin^-« 
222 


Représentons ce déterminant par Q. Retranchons la pre- 
mière ligne de chacune des trois suivantes; nous trouvons 

que 

I I ï 


Q = 


I 
o 
o 
o 


o cosv — I COSfX — I 

cosv — I o cosA — 1 

cosfx — I cosA — I o 

o cosv — ï COSfX — I 

cosv — I O cosA — I 

cos|:x — I cosA — I o 

» 

Ce dernier déterminant est du troisième ordre; on peut en 
calculer immédiatement la valeur développée par la règle de 
Sarrus. On trouve ainsi que 

(jO = 2(cosA — i) (cosjtx — i) (cosv— 1) 

r=— 2(1 — COsA) (l — COSjUl) (l — cosv), 
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Q 


— i6 sm* - sin' - sin* -? 


2 


2 


2 


en se rappelant que i — cosX ^= 2sin'- 


(7) 


185. Prouver que 

i 


i i 

A. 

sina sinp siny 
cosa cos|3 cosy 

= sin(p — y) H-sin(y — a} -hsîn(a — P). 


. Retranchons la première colonne de chacune des deux sui- 
vantes ; il nous vient 

i o o 

A= sina sin(3— sina siny — sina 
cosa cosp — cosa cosy — cosa 

sinp — sina siny — sina 
•cosp — cosa cosy — cosa 

= (sinp — sina) (cosy — cosa) — (siny — sina) (cos(3— cos«) 

=:(sin(3cosy — sinycos(3) 

-h (siny cosa — sina cosy) 4- (sina cos(3 — sin|3cosa); 

donc on a 

A = sin(p — y) 4- sîn(y — a) -hsin(a— (3). 

186. Démontrer qu'on a encore 


(8) 


III 

A= sina sin|3 siny 
cosa cos(3 cosy 

= — 4sin|((3 — y) sin|(y — ce) sini(a 

Nous venons de voir que 

sin(3 — sina siny — sina 
cos(3 — cosa cosy — cosa 


-p)' 
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or on sait que 


sin(î — sîna = 
cos(3 — cosa = 

par conséquent il vient 


2sin^(a 
2sin7(a 


(î)cosi(a4-(3), 
(3)sini(a + (3); 


A = 


■asinKa — (3)cos^(a-h(3) 2sin|(y 
2sin-j(a— (3)sin5-(a-h(3) — asin-jiy 

— C0Sy(a-+- j3) 

sîn|(a-4-(3) 


= 4sin|(a — (3)sin-i-(y — a) 


-a)cosl-(y-ha) 

-a)sin^(y-l-a) 

C0S3-(y-ha) 

-sin^y-f-a.) 


Le dernier déterminant est égal à 

sinKy-h a)cos^(a + (3) — sin-j(a-h (3) cos{(y-ha) 
= sinj(y-i-a — a — (3) =-- sin-5-((3 — y); 

donc on a aussi 

A = — 4sinj((3 — y)sin|(y — a)sin|(a — P). 

Si l'on rapproche les deux valeurs (7) el (8), on verra que 

sin((3--y) -4-sîn(y — a) -r- sin(a— (3) 

= — 4sin|((3 - y) sini(y — oc) sini(a — (3). 

187. Faire voir, en troisième lieu, qu'on a aussi 


A = 2 


cosi((3 
cos|((3 
sini((3 

sin((3-y) 


y) cos|(y 
y) cosi-(y 
y) siu|(y 
sin(y — a) 


a) C0Sj(a — (3) 
a) cos|(a-}-(3) 
a) sin^(a-4-(3) 

sin(a — (3). 


Prenons l'égalité trouvée plus haut (185) 


A = 


sîna — siny sin(3 — sina 
cosa — cosy cos(3 — cosa 


et mulliplions les deux membres par l'identité 

A = sin(p — y) -4-sin(y — a) -f-sin(a — (3).; 
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A'= 


ù} = 


nous obienons une égalité que nous pouvons mettre sous la 
forme suivante : 

sin((3 — y)-4-sin(y--a)-4-sin(a — (3) sin(y — a) sin(a — ^] 

p sina — siny sin(3--sina 

o cosa — cosy cos(3 — cosa 

De la première colonne retranchons la somme des deux 
autres; il nous viendra 


A^r.. 


sin(p--y) sin(y — a) sîn(a— (3) 
siny-T^sin(3 sina — siny sin(3 — sina 
cosy — cosp cosa — cosy cosj3 — cosa 


puis, en remplaçant les éléments par des produits équivalents 
et en changeant les signes de la seconde ligne, 


28ini(P 

2sinj(^ 

2SiD^(P 


■7)cosi(p 
7)cos{{p 
■7)sini(P 


7) 2sin-j(7- 
7) 2sin^(7 — a: 
7) 28in^(7— a; 


Ocosi(7- 
0^03^(7- 
t)sini(7- 


a) 2Sin^(a 
a) 2 8ill|(a 
a) 2Sin^(a 


f)C0Si(7-a) 
P)C0Si(7 + a) 
p)sini(7+a) 


Actuellement divisant les trois colonnes par les quantités 
respectives 2sîn|((3 — y), 2sin|(y — a), 2sin^(a — p), le 
déterminant aura été divisé par le produit 

8sinj((3 — y)sin|(y — a)sin|(a — (3) = — 2 A; • 


de sorte que nous aurons en définitive 


A=r 


cosi((3-y) 
cos|(.(3-+-y) 
sini((3-4-y) 


cosKy 
cosJ(y 
sini(y 


a) cos-;(a — (3) 
a) cos|(a-i-(3) 
a)' sini(a-i-P) 


LIVRE III. 

APPLICATION DES DÉTERMINANTS A LA GÉOMÉTRIE 

ANALYTIQUE. 


CHAPITRE PREMIER. 

APPLICATION DES DÉTERMINANTS A LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

A DEUX DIMENSIONS. 


§ I. La droite dans le plan. — § II. Le cercle dans le plan. — § III. Les courbes 

du second degré. 


§ I. — La droite dans le plan. 

188. Distance d'un point à une droite. — Soit 
(i) A^-f"Rj-4-C= o 

réquation dé la droite MN, qui rencontre les deux axes de 
coordonnées en M et N, et soient a;', y les coordonnées du 
point donné P. 

De ce point P abaissons sur la droite MN (i) la perpendi- 
culaire PQ = j», qui la rencontre en Q, et désignons par a et (3 
les angles qu'elle fait avec les axes de coordonnées. Par le 
point P menons aussi à la droite MN (i) la parallèle M'N' 

(2) A^4-R7= A^'h-E/, 

qui rencontre les axes de coordonnées en M' et N'. 

Les deux lignes MN (i) et M'N' (2) coupent l'axe des x à 
des distances de l'origine qui sont respectivement 

OM=:a= — -> OM'=ra'=: —t 

A A 
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et Taxe des y aux distances 

Par les points M et N menons à la perpendiculaire PQ les 
parallèles MR et NS jusqu'à la droite M'N' qu'elles ren- 
contrent en R et S. 

D'après cela^ il est évident qu'on a 

MR=:MM'cosRMM', 

NS =NN' cosSNN' 


ou 


, , , Aar'-f-Br'-f-C 

pz=^ [a! — a) cosa = -j^ cosa, 

p = (6' — 6)cos(3 = ^ cos(3; 


d'où nous tirons 
cosa = 


B 


^ ., cosp^-^^^ 


A^j'h-B/h-C 


A;r'4-B/+C 


Substituons ces valeurs dans le déterminant (III) du n^l79; 
cette relation devient 


I 
Kp 


Ap 


Bp 


A;r'+B7'-+-G 
A^'4- B/-f-G 


I cosd 

cosd I 


= 0. 


Multiplions la première ligne et la première colonne par 
— > nous obtenons l'équation 


(A.r^-4-B/-4-C)^ 

A 
B 


A B 

I cosô 

COSÔ I 


= o, 
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qui donne 

(A:r'-+-Br'-hC)^sin»0_ 


iSg 


P' 


o A B 

A I COS0 
B cosd I 


= A*+B>— 2ABCOS0. 


Nous en tirons 


(I) 


P = 


_ (A^^ + B/ + C)sin0 


ztv/'A^+B'— aABcosô 


La distance de l'origine à la droite (i) s'obtiendra en posant 
x' = Of y = o, et sera 

fTi\ CsînÔ 

(II) p = , 

'^ ±:V^A'+B^— 2ABCOSÔ 

189. Angle de deux droites OD, OD' en valeur des incli- 
naisons de ces deux droites sur les axes de coordonnées. — 
Nous supposons ces deux droites issues de l'origine 0. Soient 
toujours a et (3 les angles que fait la première droite OD avec 
les deux axes; ce' et (3' ceux que fait la seconde droite OD' 
avec les mêmes axes, et y l'angle DOD' de ces deux droites. 

Sur la première droite prenons une longueur OM = i et 
soient a:, jr les coordonnées du point M. Menons MP paral- 
lèle à l'axe des y jusqu'à sa rencontre en P avec l'axe des a:. 

Projetons la longueur OM et la ligne brisée OP -*- PM suc- 
cessivement sur la seconde droite OD' et sur les deux axes; 
nous obtenons les égalités 

cosy — :ccosa' — jcos(î'= o, 
cosa — a? — T'cosô =0, 

cos(3 — ;r COS0 — / =0, 

entre lesquelles il suffit d'éliminer les coordonnées — x 
et — j^ pour obtenir la relation demandée. Celle-ci est ainsi 


(III) 


cos y cos a' cos (3' 
cosa 1 cos 9 
cos (3 cos 9 1 


= 0. 
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190. Angle de deux droites données par leurs équations 

Aj:H-Bj-t- C=:o, A'j: + By H- C =: o. 

Soient p et p' les perpendiculaires abaissées de l'origine sur 
ces deux droites; nous avons 

Ap r, B/> 
cos a = p^ 5 cos p = T~ ; 

cosa' = ^ > cos(3'= ^. 

Si nous mettons ces valeurs dans la relation (III), après avoir 

C 

multiplié la première colonne par et la première ligne 

C 
par ;> elle deviendra 

P 


(IV) 


PP' 

A I cos 6 

B cos 9 I 


0, 


et donnera 

CC^sin'0cosy 
PP' 


o A' B' 
A 1 cosd 
B cos 9 I 

== A A' -4- BB' — ( \B' + BA' ) cos 9. 


Nous en tirons 

[A V-t- BB' - (AB'+ BA'^ cos01 pp' 

Or, en vertu de la formule (II), nous avons 

,___ ; œsin^9 . 

^^ "* v/(A^ + B'— 2ABCOS0) (A" -f- B'^— 2A'B' cos0)' . 

par suite nous obtenons, en substituant dans (3), 

AA'-+-BB'-(AB'+BA')cos0 

(V) cosy= ^ ^ 


V^( A»-f- B»— 2AB COS0) ( A''^ -+- B" -- îA'B'cosÔ) 


= o, 
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191. Condition de perpendicularité de deux droites. — 
Elle s'obtient en posant cosy ==o dans chacune des relations 
(III), (IV) et (V); elle est donc exprimée par Tune quel- 
conque des trois égalités 

o 

cosa 
cosj3 

o 
A 
B c 

AA' -h BB' — (AB' -h BA') cos = 0, 
dont la dernière peut aussi se mettre sous la forme 




cosa' cos (3' 

cosa 

I COSÔ 

cos (3 

COS0 I 



A' B' 


A 

I cosô 


B 

COS0 I 



B' — A'cos0 A'— B'cosô 

192. Équation de la droite passant par deux points donnés. 

— La droite 

C -^ xV :c -+- Bj = o 

passera par les deux points {^',y), (:r", j"), si Ton a en même 

temps 

C + Ajc' + B/ = o, 

C-+-A^'' + B/'=:o. 

Ces trois équations sont homogènes et du premier degré 
par rapport aux coefficients C, A et B; pour qu'elles soient 
compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit 
nul (131), c'est-à-dire que l'on ait 


(VII) 


X y 


I -^' 


X 


it 


»y' 


= o. 


C'est l'équation demandée de la droite* 

Elle exprime en même temps la condition nécessaire et suf- 
fisante, pour que les trois points (^r, f ) , (x',y ) et (**",/" ) soient 
situés en ligne droite. 

DoftTOR. — Déterm, 1 1 
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193. Expressions générales des coordonnées des points 
situés sur la droite, qui passe par deux points donnés (^S/) 

et (^",7"). — Nous avons identiquement 


000 

i a/ jr' 


o. 


A la première ligne de ce déterminant ajoutons les deux 

suivantes multipliées respectivement par 1 et>; nous avons 

encore 

1-4- X x' '^-'kx'' /-f-X/' 

i x' y 

I x'' f 


= o, 


où \ est une indéterminée quelconque. Si nous divisons la 
première ligne par i + X, nous obtiendrons la relation 

x'^\x" r'-f-Xr" 


I 
I 


n-X 


X 


X 


ju 


I -t-X 


= 0, 


qui, étant comparée à (VII ), fait voir que le point 


(VIII) 


;r = 


i + X 


, y = 




appartient à la droite (Vil), quel que soit X. 

194. Condition pour que trois droites se coupent au même 
point. — Soient 

A:rH-Bj-l-C:=o, A':r + B>-f-C' = o, A'^j? -t- £'>-+- C"=o 

» 

les équations de trois droites. Pour qu'elles passent par un 
même point (^S/ ]> il faut et il suffit que Ton ait à la fois 

Ao;' -f-B/-+-C =0, 

A'^'4-B'/-i-C' = o, 
A'V4-By-i-C" = o, 
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conditions qui exigent que leur déterminant soil nul, ou que 

Ton ait 

ABC 

(IX) A' B' C ==o. 

A" B' C" 


§ IL — Le cercle dans le plan. 


195. Expression en déterminant de Téquation du cercle 
en valeurs des dérivées et du rayon (*). — Soient a, b les 
coordonnées du centre C d'un cercle, R le rayon de ce cercle; 
et x^y les coordonnées d'un point quelconque M de la cir- 
conférence. L'équaiion du cercle sera 


f[x,y) = (j: — aY-^ [y - b^ 

ii[x — a) [y— 6)cos0 — R»=o, 


(0 


où B représente l'angle des axes des coordonnées. On en tire 

r[.==2(:r — a)-h2(^-— é)cos0, fy = 2(j— 6)-f- 2 (J7 — «) cos ô.. 

Or l'équation (i) du cercle peui se mettre sous la forme 

[x — a] [[x — a] 4- (j — 6)cos0] 

+ (r — *) [(r — b)-\'[x^ a) cos 6] — R*= o, 
ou 

[x - «)/;+ (r- b)fy - 2R' = o. 

Nous ayons ainsi trois équations 


2 R2 -h (^ 


:r) -f- (A — j) cos 
x) COS0 + [b —y) 


= 0, 


= o, 


= o 


(•) DosTOB, Archives de MiUhématiques et de Physique^ 187/1, *• ^^h P« io4 

II. 
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enire les deux quantités variables a — xeib—y. Éliminant 
ces deux quantités, il nous vient 



^R' /: fy 



1/; I cosô 

= 0. 


ify COSÔ I 


Si nous multiplions la première colonne par 2, nous obte- 

nons 


4R' f. fr 


(I) 

f^ I cos9 

fy COSÔ I 

= 


pour ['équation du cercle. En développant le premier membre, 
on ramène Téquation à la forme 


(") 


/i' -+-/;'- 2COS9/:/; =:4R*sin»e. 


196. Il est aisé de donner de cette équation une interprétation 
géométrique. Par l* centre C menons ( fig. 3) les parallèles CA 


Fig. 3. 



et CB aux axes de coordonnées OX et OY, et du point M (o?,/) 
abaissons les perpendiculaires MA et MB sur ces parallèles; si 
nous tirons en même temps ME et MF parallèlement à BC et 
à AC, nous aurons 

AC = CE -I- EA = ^ — a -h ( j — 6) cos = J/; , 
BC = CF -h FB =7— 6 + (:r - n) cosô = i/; , 
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de sorte que le triangle ABC donnera 

4âbW:'-h/;'-=»cos9/:/^; 

on a donc AB = Rsin0. Ce résultat est d'ailleurs évident, 
puisque, le quadrilatère ACBM étant inscripiible dans le cercle 
dont le diamètre MC est R, la corde AB sous-tend Tare dont la 
moitié est la mesure de Tangle inscrit d* 

197. Équation du cercle passant par trois points donnés. — 
Si réquation 


(^) 


a -f- 6^ -h c^ -+- ^' -+- /* =; o 


représente, dans le cas d'axes rectangulaires, le cercle qui 
passe par les trois points (^i,ji), (^a,ja)» (^»» Js)> on devra 
avoir les trois équations de condition 


(3) 


a-h 

bxx 

-+-C7, 

-^x] 

+rî 

a-h 

bxi 

-\- cy\ 

^-x\ 

•^r\ 

a-h 

bxi 

-^-CYi 

^^\ 

-^rl 


o. 


zr: O, 


= o, 


qui servent à déterminer les valeurs des paramètres a, b et c. 
Pour que les quatre équations (2) et ( 3 ), entre les trois incon- 
nues a, b etc, soient compatibles, il faut et il suffit que leur 
déterminant soit nul. On obtient ainsi l'équation 


(III) 


I 

x 

r 

^a^ji 

I 

Xx 

r, 

^;+rî 

1 

x^ 

r» 

x\^r\ 

I 

Xi 

r» 

^\-^r\ 


= 0, 


qui est précisément celle du cercle en question. 

Cette équation exprime en même temps la condition néces- 
saire et suffisante pour que les quatre points (j?,j), (j?h Ji), 
(^i>Ja) et(j7i,js) soient situés sur une même circonférence 
de cercle. 

i98. Relation entre les distances matnelles de quatre points 

A(x,7), B(xj,r,), 0(^2,^,) et D(j:3,/,) situés sur une même circon- 
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férence. — Posons 

i»=:BC*=(x.-x,)» + o-,-r.) 

i«'=Ic'={x-x,f+{^-r,)', 
\n' = 'âi)'={x,- X,)' + (jr, -y, )'. 
L'équation du cercle pourra se mettre sous chacune des deux formes 


(4) 


I 

x^-i-r' 

— 2X 

~ V 


x'+y 

I 

X 

r 

I 

^î-^jî 

— 1X^ 

~^r. 

— n 

•^î+rî 

I 

^I 

r. 

1 

xl ^rl 

— 9.X^ 

^r. 

— "> 

x; -hyi 

I 

•^, 

r. 

I 

^l + J? 

— 2^3 

^^3 


^l-A 

I 

•^3 

.n 


+ 0. 


liaisons le produit de ces deux déterminants; en multipliant Ugnes par 
lignes, nous obtenons la relation 

•^.)'-+- (r-r.)' o (-^a- •^l)'-^- (n-+-r.)' K- •^1)'-+- (/3-r.i' 


(X 

qui, en vertu des égalités (4), s'écrit 
(IV) 


(.r_.rj'-+-(j3-/,)' 


o 

a^ 

nî" 

d' 

a^ 

o 

b^ 

n" 

m" 

b" 

o 

c^ 

d" 

n^ 

c^ 

o 


oii, en développant, 

celle-ci revient au produit 

(V) (mn H- <7C -h bd) (ac -hbd— mn) [mn -hac — bd) [mn -+- bd — û'c) = o , 

qui démontre le théorème de Ptolémée sur le produit des diagonales mQin 
â*un quadrilatère inscriptible ABCD, et les quatre côtés a, b^ c et ^ de 
ce quadrilatère. 
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§ III. — Les courbes du second degré. 

199. Forme en déterminant des équations de Tellipse et 
de rhyperbole ('). — L'équaiion de l'ellipse 

rapportée à deux diamètres conjugués od et aft', exprime 
que-: si Von joint un point quelconque M [x^y] de la courbe 
aux extrémités A' et B' des deux demi-diamètres conju- 
gués 0A'=: a' et OB' •=b\ la somme des carrés des triangles 
A'OM et B'OM est égale au carré du triangle A' OB'. 

Cela posé, supposons l'ellipse rapportée à deux axes quel- 
conques, passant par le centre et comprenant entre eux un 
angle 6. 

Soient x'yy etar", f les coordonnées des extrémités A' 
et B' des deux demi-diamètres conjugués OA' et OB'; x^ y les 
coordonnées d'un point quelconque M de la courbe; nous 
avons [voir plus loin n® 210) le triangle 

K:QyL = ±\[xf - yx'] sine, 
B'OM = d=|(^/'- j^-") sine, 
A' OB' z=i±:\[xy-yx"] sin S; 
et, comme 


il vient 


ou 


A'OM-+-B'UM =A'OB , 


[pcf — yx' Y -f- [xy — yx'' Y = [x'f — y' x" ]\ 


X y 

2 

• 

X y 

3 

x' y 

X y 

! 

x" f 


x" f 


Telle est l'équation de l'ellipse rapportée à deux axes de 
coordonnées quelconques passant par le centre de la courbe, 


(*) DosTOR, La Science^ p. 998, i855, a* semestre. — Archives de Mathéma- 
tiques et de Phjsique^ t.XLVI, 1866; bulletin bibliographique ^ p. 5. 
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en fonction de coordonnées (.^',/) el [x^'^y) des extrémités 
de deuK diamètres conjugués. 

Si les coordonnées ar", y sont imaginaires et de la forme 
asj — ï, cette équation représentera l'hyperbole rapportée à 
son centre. 

200. Propriétés des fonctions homogènes du second degré. 
— Nous avons besoin, dans la suite, de nous appuyer sur 
quelques propriétés, dont jouissent les fonctions homogènes 
du second degré à un nombre quelconque de variables. Nous 
les établirons, en partant de la fonction à trois variables 

•( ' ) f[^yT> ^) = Aar'-h aB^jH- C/'-h ri.\)xz H- E/z -f- Fz'. 

A 

I** Dans cette fonction, donnons aux variables Xy yy z les 
accroissements respectifs x\y\ z'; elle devient 

:= A (x-hx'Y -{- 'xB [x -h x') (j-H/) -t-C(j-h/)' 
-H 2D(:c -4- x') [z 4- z') -+- 2E (j-4- r') (z-f- z') -t- F (z + z'y. 

Si nous développons le second membre et que nous ordon- 
nions le résultat suivant les puissances des variables or, j, z, 
nous verrons qu'il se composera des trois parties 

Ax^ -h iBxy -f- Cj'-f- nDxz -h 2Ejz -f- ¥z^=:f{x,y, z), 

2:r(A:r'-+-B/H-Dz')-f-2j(Bx'+C/-»-EV) 
+ 2z(D:r'H-E/4-Fz')=^/;-r-x^,H-z/;, 

Ax''-+- 2B^y 4- C/'-f- 2Dx'z'-h 2E/z'-t- Fz''=f(x\x's ^)l 

donc on a 

(II) j/î^-^^''^-^^'-'-^^') 

^ ^ I =f[^.r^z)+xf^-^rf^:^-zf,.-^-f[x\yyz'). 

2® Dans cette égalité permutons les variables ar, j, z avec 
leurs accroissements x' y y y z'; le premier membre ne change 
pas; par suite, il en sera de même du second membre; donc 
il vient 

( III ) xf^+rfy +'/:■ = ^'f. +yfy+ ^%' 
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Il s'ensuit que le développement (II) peut encore s'écrire 

3® Dans celui-ci remplaçons ^', j' , z' par — .a;, — j, — 2; le 
premier membre se réduit évidemment à zéro, tandis que 
^fL-^ yfy-^^'fz^^ change en - (^y; + j/;+ ^/J et 
f[x'yf^ z'] en/(:r, j, z). Nous obtenons ainsi l'égalité 

(V) a/(^,r,^) = ^/,-+-r/;-+-^/;, 

qui est une conséq^uence du théorème d'Euler sur les fonc- 
tions homogènes. 

4° Nous pouvons retrancher du second membre de celte 
égalité le second membre de l'égalité (III) et ajouter le résul- 
tat au premier membre. 

Il vient ainsi 

5** Admettons que l'équation 

(2) /(^, j) =Aj:'-f i^xy-^ C7'-f-2Dj:-f-2Ej-hF=:o 

représente une conique à centre. Le premier membre sera 
identique avec (i), si Ton fait dans cette dernière fonc- 
tion z = i. 

Désignons par a et i les coordonnées du centre. Si dans 
réquation (VI) nous posons j?'=a,y=6, z = 2'= i et que 
nous observions que 

celte équation (VI) deviendra 

(VII) 2/(:r,:r) = (^-«)/;+(r-ft)/;+2H = o, 

où 

H = Da-+-E6 + F. 

, Telle est la forme sous laquelle peut se mettre Véquation 


K. 
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des courbes du second degré y par V introduction des coor- 
données du centre. 

201 . Équations aux axes des courbes du second degré ( '). — 
Soit (x\y) un sommet de la conique (2) ; Téquation de la tan- 
gente en ce point sera 

pendant que la droite, menée du centre (a, b) au point de con- 
tact (x',y), sera représentée par l'équation 

X — a X — ^ 


x' — a y — ù 

Ces deux droites étant perpendiculaires, les coefficients 
de ^etj satisfont à la relation (VI) du n* 191. On obtient 
ainsi Tégalité de condition 

f^ fr 


x'— a-^[f— b) COS0 r'— b + [x'— a) cos>Ô 

Cette équation a lieu pour toute droite menée du centre 
(a, 6) à un sommet quelconque de la surface; donc l'équa- 
tion qu'on obtient en y supprimant les accents des variables, 
ou bien 

f f 

(VIII) — z= '^ , 

^ ' x — a-^lX'— b)cosQ j— - 6 -f- (x- — a) cos^ 
est réquation aux axes de la conique (2). 

202. Grandeur des axes des courbes du second degré. — 
Dans réquation précédente multiplions les deux termes de la 
première fraction par x—a^ ceux de la seconde parj— 6» 
puis faisons la somme des numérateurs et celle des dénomi- 
nateurs; nous obtenons ainsi une fraction dont le numérateur, 
en vertu de l'équation (VII), est égal à — 2 H et dont le déno- 
minateur est égal à R% R désignant la distance du centre au 
sommet de la courbe. 

(*) DosTOR, La Science^ i855, 2* semestre, p. 869. 
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Nous formons ainsi les égalités 

Ç ^ Ç = -.iH 

X — aH-(/— 6) COS0 j^— 6 -4- (x--«) COS0 R'' 

qui, par le développement des dérivées, deviennent 

A( ^— fl)H-B(r— 6) _ B(^ — a)-hC(.r-fe) _ H 
X — a -f- ( r — 0] cOiO j' — b-^\x — a) L<}i>0 R' 

Nous en tirons les deux équations homogènes 

(AR*-4-H)(^ — a)-f-(BR'-t-Hcos0)(j— 6) = o, 
(BR»-+- H cosô) (« — a) H- (CR^-f- H) (7 — 6) = o. 

ÉUminant les variables x — a ^\ y^hy on obtient l'équa- 
tion 

AR»-f-H BR«-f-Hcos0 

BR»-f-Hcos9 CR»-hH 


(IX) 


= 0, 


qui donne les carrés des demùaxesde la conique à centre (2). 
En développant le déterminant, on la change en 

(X ) ( AC - B«) R* -f- (A - 2B cose + C)HR^-f- H» sin'ô = o. 

203. Conditions pour que réquation générale du second 
degré représente deux droites parallèles. — L'équation (2) 
représentera deux droites parallèles à la ligne 

a 
si toute tangente 

(x-y)/;,+{r-r')/;=o 

est parallèle à cette droite, c'est-à-dire si l'équation 

est vérifiée, quelles que soient les coordonnées x', y du 
point de contact. 
Or l'équation précédente revient à 

(Aa + B6)ar'-4- (Ba-+-C6)/-f-Da-f-E6=:o; 
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et, pour que celle-ci soit satisfaite par les coordonnées de tout 
point de la courbe, il faut et il suffit que l'on ait à la fois 

Aa-f- B6 = o, 
Ba-f-C6=ro, 
Da-i- E6.= o. 

Ces trois équations ne sauraient être satisfaites par les 
mêmes valeurs des paramètres a et by que si Ton a les trois 
relations (131) 

A B B C 

= 0, =0, =0, 

'DE 'DE 

qui reviennent à 

B»— AC = o, BD — AE = o, BE— CD = o. 

Chacune de ces égalités est une conséquence des deux 
autres. Elles peuvent encore s'écrire 

A_B D 
B~C""E' 

Les équations des deux parallèles seront 


kx-h BjH-D=:it:v/D»— 2AF. 


suepàgb des polygones. 
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CHAPITRE IL 


SURFACE DES POLYGONES. 


§ I. Expressions diverses en déterminant de la surface du triangle. — 
§ II. Surface des triangles inscrits dans les courbes du second degré. — 
§ III. Surface en déterminant du quadrilatère. — § IV. Surface d'un poly- 
gone quelconque. 


§ I. — Expressions diverses en déterminant de la surface 

DU TRIANGLE. 


20&-. Expression en déterminant de la surface S du triangle 

ABC» en valeur de ses trois côtés BC = a, CA = b, AB = c. — 

Puisque 2S = 6csinA, on a 

c' uC cos A 
4S»=6^c»(i — cos'A)=:6^c» — 62c»cos^A= , 

oc cos A b^ 

ou, en multipliant par 2 chacune des deux lignes et en obser- 
vant que 2bc cos A = b* -h c^— a^j 


i6& = 


2C' 2i(?C0SA 

26c cos A 26' 


2C' 


6*4- 6*— a' 


fc'-t- c'— a' 


2 


1 


V 


Nous pouvons remplacer ce déterminant par un détermi- 
nant équivalent du troisième ordre et écrire (67) 


i6S'= 


I — c» — 6* 

o 2c» b^-hc^—a' 

o 6*4- c'— a» 2b^ 


Ajoutons la première ligne à chacune des deux suivantes et 
dans le déterminant résultant changeons les signes des deux 
dernières colonnes; la valeur du déterminant résultant n'en 


n' 


J 
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sera pas altérée et il nous vient (60) 


l6S»i:= 


Ce déterminant peut à son tour être remplacé par le déter- 
minant équivalent du quatrième ordre (67) 


1 

— c' 

-*» 


I 

c" 

b' 

I 

c» 

c"— a» 


I 

— 6' • 

à}—c^ 

I 

h^—à} 

6« 


I 

a'-'b^ 

-6» 


i6S'= 


I 










f 







I 

c' 

b^ 


I 



c» 

fc' 

c^ 

I 

— c' 

à" — c^ 


I 

c» 

— c» 

«» — c» 

6» 

I 

/i^ — 6' 

-6' 


I 

6' 

a* — 6^ 

-6^ 


Enfin dans ce dernier déterminant ajoutons la seconde cor 
lonne à chacune des deux suivantes; nous trouvons ainsi 
l'expression demandée 

O I I I 

I o c^ b' 
i c^ o a^ 
i b^ à" o 


(I) 


i6S' = ~ 


Ce déterminant, en vertu de la transformation du n® Ik^ re- 
vient au suivant: ^ 

o a b c 

a o c b 

b c o a 

c b a o 


(11) 


i6S»==, 
4 


Cette dernière forme peut s'obtenir, en s'appuyant sur le 
théorème suivant. 

205. Nouvelle expression de la surface du triangle. — 
L'aire d'un triangle est égale au demi-rayon du cercle cir- 
conscrit y multiplié parla somme des produits que l'on obtient, 
en multipliant chaque côté par le cosinus de l'angle opposé {^]' 


(*) DoSTOR, V Instruction publique y 1874, p. 128, et jârchives de Mtuhéma' 
tiques et de Physique, 1876, t. LVII, p. 204 • 
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Soient le centre et R le rayon du cercle circonscrit au 
triangle ABC. Si nous tirons les rayons AO, BO, CO, nous 
décomposerons ce triangle dans les trois triangles isoscèles 
BCO, CAO, ABO, dont les angles au sommet sont les .doubles 
des angles opposés du triangle. 

Or, si du centre Q nous abaissons sur le côté BC la perpen- 
diculaire OD, nous formons le triangle rectangle BDO qui 
donne OD=:OBcosBOD=:RcosA; d'ailleurs BC = a; par 
suite on trouve que le triangle BCO—^Rtf cosA. On verrait 
de même que CAO=yRAcosB, ABO=iRccosC. Nous obte- 
nons ainsi, pour la surface S du triangle ABC, 

S=iRacosA-4-|R6cosB +jRccosC, 
ou 

(III) S =tR(« cos a + b cosB -+- c cosC). 

206. Corollaire I. — L'aire d*un triangle est égale au 
demi-rayon du cercle circonscrit y multiplié par le périmètre 
du triangle qui a pour sommets les pieds des trois hauteurs 
du triangle donné. 

207. Corollaire II. — Si nous multiplions l'égalité précé- 
dente par la relation connue ^V& = abcy d'abord membre à 
membre, puis en croix, nous arriverons aux deux expres- 
sions 

(IV) S*=ï«6c(acosA-f-6cosB-H ccosC), 

abc 


R' = 


2 (a cos A -h 6cosB -t-ccosC) 


208. La première de ces deux équations est très-impor- 
tante; elle nous permet de trouver immédiatement l'expres- 
sion en déterminant de la surface du triangle en valeur des 
trois côtés. 

£n effet, si nous considérons cette équation comme simul- 
tanée avec les trois équations que l'on obtient, en projetant 
sur chaque côté du triangle la ligne brisée formée par les 
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deux autres, nous aurons un-système de quatre équations li- 
néaires 

8 S' 

-7 a cos A — b cosB — c cosC = o, 

abc 

a — o.cosA — c cosB — b cosC = o, 

b — c cosA — o.cosB — a cosC=:o, 

c — 6 cosA — a cosB— o.cosC = o, 

entre les trois inconnues — cos A, — cosB, — cosC. L'élimi- 
nation de ces inconnues nous donne de suite la résultante 


8S^ 
abc 

a 

b 

c 


o 


b = 


cou 
b a o 


d'où nous tirons 


abc 




c 

b 


c 



a 


b 

a 





o 
a 
b 
c 


a b 

o c 

c o 

b a 


c 
b 
a 
o 


en développant le premier déterminant, qui se réduit à aak, 
nous trouvons l'expression 


(II) 


l6S'=:- 


o a b c 

a o c b 

b c o a 

c b a o 


pour le carré de la quadruple surface du triangle ABC, dont 
les côtés sont a, 6, c. 

209. Transformation de ce déterminant en .produit. - 
Remplaçons la première colonne par la somme des quatre 
colonnes; le déterminant ne change pas de valeur et nous 
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obtenons, en divisant la première colonne résultante par 

a -¥- b -\- c, 

a -f- 6 -h c 

a -+- c -h 6 
6 -h c -h « 
€-{- b -{- a 


168'=- 


[a 


6-f-c) 


a 

b 

c 




c 

b 


c 



a 


b 

a 




I 

a 

• 

b 

c 

I 



c 

b 

I 

c 



a 

I 

b 

a 




donc le déterminant est divisible par a -h 6 -f- c. 

Dans le même déterminant (II), de la somme des deux pre- 
mières colonnes retranchons la somme des deux dernières; 

il nous viendra 

a— 6 — c? 

a — c —b 

b -+- c — a 

c -+- b — a 


68'=- 


= (6-h c — «) 


a 

b 

c 


o 

c 

b 


c 

o 

a 


b 

a 

o 


I 

a 

b 

c 

I 

o 

c 

b 

— I 

c 

o 

a 

— I 

b 

a 

o 


1 


par suite le déterminant est aussi divisible par 6 -f- c — a. On 
verrait de même qu'il est encore divisible par c-¥-a— b et 
par a -f- 6 — c, de sorte qu'on peut écrire 

i68^= (a H- 6 -4- c) [b -f-c — a) (c -h a — b) [a -h b — c]:Kq, 

où il reste à déterminer q. 

Or dans le déterminant (II) le produit des éléments situés 
sur la seconde diagonale principale est c*; donc il est — c* 
dans le déterminant développé. Mais il est aussi — c* dans le 
produit des facteurs qui précèdent (/; on a donc q = ï, et il 
vient 

(V) i68^=:(a-h64-c)(6 + c — a)(c-i- a— 6) (« + 6 — c). , 

DosTOB. — Déterm, i% 
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210- Problème. — Un triangle ABC a son sommet A ATori- 
gine des coordonnées ; calculer la surface S de ce triangle en 
valeurs des coordonnées x\ y et x'',y^ des deux autres som- 
mets B et C. 

Posons AB = p', AC == p', et l'angle XAB = a\ XAC = a". 
Si nous supposons le côié AB dirigé entre l'axe des x el le 
côlé AC, nous aurons 


ou 


28 = AB. ACsin BAC = p'p*' sin [a" — a'), 
2S=:p'cosa'.p"sina'' — p'sina'.p'^cosa"; 


or, les axes des coordonnées étant rectangalaires, on a 

p' cos a! = x', p' stn a = y; 
p'^cosa''^ x'\ p"sîna^= y^; 

par conséquent il vient 


2S = x'y'—ya^y 


ou bien 


2S = 


X y 


Il *V' 


X' y 


Si les axes des coordonnées sont obliques et comprennent 
entre eux un angle 0, on trouvera d'une manière analogue 
que 

x' y \ 


(^) 


2S=r 


^11 */." 

X X 


sinQ =: (t;'/' — yxf) stn B. 


211. Expression en déterminant âe la ânriace du triangle 
ABC en valeur des coordonnées x, y; Xi, xr, Xt, y» de ses trois 
sommets A, B, C. — Transportons l'origine des coordonnées 
au sommet A et appelons x',y; x'\ y les coordonnées des 
deux autres sommets B et C par rapport à cette nouvelle ori- 
gine, de sorte que 

Xx^X-^-x', J,r=JH-/, 

Xi ^^ X -4- j/ , Xi "^z X ~i~ y • 


8URFACK DES POLT60MBS. 

De ces égalités nous tirons 


«79 


oc — oc \ 


oc — 0C\ 


X, 


r =r^—r> 


» 


x, r = 


ri— r- 


Substituant ces valeurs dans l'expression (2), nous obtenons 


2S = 


Xx — X ^\ — r 

x^ — x r^ — y 


sin0. 


au, en vertu du n*» 64, 


2S = 


I X y 

o Xx — X y — y 
o Xi — X y2 — y 


ÀnQ, 


Ajoutons la première ligne à chacune des deux suivantes; 
le déterminant ne change pas de valeur, et nous trouvons 


(VI) 


28 = 


i X y 

I Xi j, 
I Xi J, 


sin0, 


pour l'expression demandée de la double surface du triangle. 

212. Deuxième méthode pour calculer la surface d'un triangle en 
valeur des coordonnées de ses sommets. — Si nous conaidérous pour 
un moment les coordonnées x eiy comme les variables courantes, l'équa- 
tion 

I X y 

représentera la droite qui passe par les deux sommets (^,,7,), (-^o^ jJ 
du triangle (192). 
Dans cette équation les coefficients des variables x eiy sont 


=•0 




= r, - r,, 


I ^. 


x„ 


— "^a -^i i 


par conséquent la distance p= ÂD d'un point quelconque Â du plan à la 
droite BC ou A = o est (188) 

Asind 
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^ 


or la quantité sous le radical exprime le carré de la distance des deux 

points B et G, de sorte que le radical est égal au côté BC du triangle ABC; 

on a donc 

BC X z? ou BC X AD = sinô. 

f\ 
Mais BC X AD mesure la double surface %S du triangle ABC qui a la 

droite BC pour base et le point A pour sommet. Il vient donc 2S = AsinG, 

comme plus haut (211). 

213. Corollaire I. — Multiplions la première colonne de (VI) succes- 
sivement par a et h^ et retranchons les produits de la seconde et de la 
troisième colonne; la valeur du déterminant (VI) n'est pas altérée et l'on 

a aussi 

I X — a y — h 

(VII) 2S= I x^ — a r, — b sinÔ. 

I x^ — a x^—b 

214. Corollaire II. — Dans le déterminant (VI) retranchons la pre- 
mière ligne de chacune des deux autres; nous trouvons encore 


(VIII) 2S = 


I X y 


G X^ 


^ J2-7 


sinÔ = 




sinO, 


comme au n*2M. 


21s. Deuxième méthode pour déterminer la surface d*an triangle 
en valeur de ses trois côtés. — Reprenons la formule (1) du n"" 210 


28--= 


i6S= = 


x' y" 

x" y 

ê 

et élevons au carré les deux membres de cette égalité; nous obtenons, en 
multipliant par 4» 

2 (^'^-4-/'') i{x'x"-^yy) 
2 (y x" -f- y y ) 2 ( x"- -f- y ) 

or il est aisé de voir qu'on a d'abord 

x''--^y^ = c\ x"^-hy"=b\ 

puis» 

a^ = [jc'-x'')'-h{/—yy=x'^-hy-+-x'"-hy' -^{^'^"-hyy), 

d'où 

2 [x'x"-+- yY) = [x'^-¥- y) H- [x"' -^y^) ^a'=b'-^c' — a\ 
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Le carré de la quadruple surface du triangle sera par suite 


i8i 


16 S* = 


ic* 


b^^c^-^a' 




Ce déterminant est identique avec celui du n° 204. 

* 246. Troisième méthode pour calculer la surface d'un triangle 
en valeur des trois côtés. — On peut aussi obtenir la valeur (I) du 
n® 204, en partant de Texpression générale (VI) de la surface du triangle 
en fonction des coordonnées des sommets. 

En effet, le déterminant (YI) pouvant se mettre sous chacune des deux 
formes suivantes : 


2S = 


1000 

o i X y 

o 1 X, y, 
o I x.^ 7, 


2S=- 


0100 

\ O X y 


on a, en multipliant membre à membre et ligne par ligne, 


4S»=- 


o 
I 
I 
I 


I 


^•^x H- yxx ^^^ -^xïi 


A -+- jî 


x^x^ 


xx^ 


yy, 


x^x^ 


yxïi 


y^ya 
y\ 


multiplions par — 2 les trois dernières lignes , puis divisons par — 2 
la première colonne, le déterminant sera multiplié par 4» de sorte qu*il 
vient 

I I I 

1 — 2(j:,-4-jrJ -2(xx,H-^'J — %[xx^-\- yy^) 
I — 2 ( j;x, -4-^7, ) - 2 {x\-^y\ ) , — 2 [x^x^ -f- jj-J 
I -2(arj:,H-rr,) — 2 (.r,x,-+-j,7,) —'i[x\-^y\) 


16S 


2 


Aux trois dernières colonnes ajoutons la première multipliée successi- 
vement par jr'-h j', «^î-t-JÎ, ^\-^y\\ nous trouvons 


6S'=- 


^' 


^>: 




CI I I 

I ^[x^^f) x]^y\—'i[xx^-\-yy^) ^^-4-^5 ~a{x.r,-h^J 


enfin aux trois dernières lignes ajoutons la première multipliée successi- 


•Cx. ^ y,y 


.'yï 
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vement par a'h-^ % *? H-jrî, *i -^jl ; nous obtenons Texpression 


i6S*= - 




o I I 

dont le second membre, en vertu des égalités 

n'est autre que l'expression (I). 

* 217. Expression de la surface S du triangle compris entre les 
trois droites 

(cl') 


Ax -f- B j-t- C = o, 
A'^H-B'j-4-C'^o, 
A''jc-hBy-+-C" = o, 


Si X et /, x' et y, x" et j" sont les coordonnées des points d'intersec- 
tion des droites (d') et (û?"), (d") et (r/), (rf) et (rf'), on devra avoir 

i Aa7-+-Bj-f-C =>., Ax'-hB/4-C=o, A x''-f-B7''-4-C =o, 
(3) A':r-+-By-^-C' = o, AV-t-By-t-C'=V, A'a:"-hB'x''-i-C'=o, 

i A"jp-+'B'y-T-e;^o, AVH^By=c«==o, AV-^-By-f-c^/, 

où >, )/, V sont trois indéterminées. 
Nous savons (211) que 

l X Y 

> *■ 

2 S = , I V X* 
I X X 
multiplions cette égalité membre à membre par 

C A B 


^ = 


C A' B' 

C A" B" 


nous obtenons 
C 

2SA= C 

C 


Ax 

Ax' 


Bjr C/H-A'xH-B'jr 
B/ C'-+-A'j:'-4-By 




A"a: 
A"x' 


B"/ 

By 


By C'^-A'-e'-HBy V-^A^x'-^^l^f 


\ 
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OU, en. vertu des équations (3), 

X o G 

(4) 2SA= G V O =U'A'. 

G G X" 

n nous reste à calculer le produit WV. Or le premier des systèmes (3) 
donne, par rélimination de x eijr, 

A B C — l 

A' B' C =G, 

A" B" C 


ou bien 


ABC 
A' V C 

X" B" C 


A B ^ 
A' B' 

A" h" G 


= G, 


c'est-à-dire 


A^llA'B^-B'A"). 


Nous avons donc 


A'jgf^B'A*' A'B-B'A' AB'-BA*' 

et, en substituant ces valeurs dans l'égalité (4)) nous obtenons pour ]a 
double surface du triangle Fexpression 

A B C ^ 
A' B' C 

A" B'' G" 


3 


(IX) 


aS = 


A' 

B' 


A'' 

B" 



X 



A" 

B" 


A 

B 


A B 

A' B' 


ou 

^. ^ [CfA^B'^—B^A'') H- C( A'^D -- B^A) h- C^(AB^- BA^]' 
[2L) 2& (A'B*— B'A'')(A"B — B"A)(AB' — BA') 

La méthode que nous venons d'employer a été donnée par Joachimsthal 
dans le Journal de C relie (Sur quelques applications des déterminants à 
la- Geomelriey t. XL, p. 21-^7). 

* 218. Produit des surfaces de deux triangles en valeur des neuf 
distances des trois sommets du premier triangle aux trois sommets 
du second. — Soient S et S' les surfaces des deux triangles ABC, A'B'O 
ayant leurs sommets respectifs aux points 

A (x., xX B [x^y jj, C (^3, jrj, 

A'K,y,), B'(a;,y,), C'(x;,/,). 
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Nous avons (âli et 67) 


2S = 


I 

o 

(> 





I 

•^1 

J. 



I 

^7 

Jî 


y^ 


-2S' = 


I o 

1 O a- 
I o j/, 
I 


y' 


o -^3 y\ 


I. 


O ^3 /a ! 

Multiplions ces deui égalités membre à membre, il nous vient 


(5) 


4SS' = 


ï ^,j',H-j,^', ^2^'.-^r,/. 


X^Xy 


rû 


i x,.x;H-j,y, x,j/2-+-r,/; ■ra^^+ja^; 

Représentons les distances des sommets du premier triangle à ceux du 
second par les notations 

AA'=rf.„ AB=:rf.,, Aq=r/.3, 
BA'=r/„, BB'=r/,„ BC'=rf,3, 
CA' = ./3., CB' = ^3,, CC'=rf33, 

où les premiers indices 1,2, 3 se rapportent aux trois sommets respec- 
tifs A, B, C du premier triangle ABC, pendant que les deuxièmes indices 
I, 2, 3 se rapportent aux sommets respectifs du second triangle A'B'C. 
Faisons les distances des mêmes sommets à Torigine des coordonnées, 

savoir : 

AO =^, BO =b, CO =c, 

A'0 = «', WO = b'y C'0 = c'. 

Il est évident que 

AÂ'% (^ -.r'.)V [y,-yy= W-f ;?) + (^f+7'f)-2(.r.y.-Hj.y.), 
ou 

d^, = fl' H- «"— 2 ( j:, x\ -+- j,/, ). 

On a par suite, en général, 

2 ( j:,,t^, -h y^:) \) = b^-i- «'* - cl,\ , 

2(^2^.-^/2/2) = ^'^^"-^2^. 
2 ( ^^,.2/3 f- jr,^; ) = ^' H- c'^ — </,^3 ; 

2{^3j/,-+-jr3j^',) = c^-^a"—d^\, 

i[x^x'^^jr^y^)=zc^-\-b'- — d}^y 


^[^z^\-^:>ij\) 


^^-^c•^^-c'^ — rf 


2 
33 
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Cela étant, dans notre déterminant (5), multiplions les trois dernières 
lignes par 2, puis divisons par 2 la première colonne résultante : le dé- 
terminant sera multiplié par 2^:2 = 2'=4« Remplaçons ensuite les 
sommes de produits par les valeurs ci-dessus; nous obtenons l'égalité 


— i6SS'= 


a' 


I I I 


2 
3 1 


, a'-hb" — d,\ b'-hb"-d.^, c'-hb''-d,', 


a^^c'' — d\ b^-^c'^ 


33 
c'^c'^-d,\ 


Nous pouvons transformer ce déterminant en un autre plus simple. 
Pour cela conservons la première colonne ; multiplions-la ensuite succes- 
sivement par a% 6', c* et retranchons les produits respectivement des 
trois dernières colonnes; le déterminant ne change pas de valeur et 
l'on a 

CI I I 

i a'--d\ «"-^/-A a"-d;, 


- i6SS'= 


I b" — d^., à" — d.^, b"-d 
I c"-^d,\ c"-d 


2 ^'2 

23 •^ 


^3^ 


Dans ce déterminant conservons la première ligne; muitiplions-Ia en- 
suite successivement par «'', ^", c" et retranchons les produits respec- 
tivement des trois dernières lignes ; le déterminant conserve sa valeur, 
et il vient 





I 

I 

I 

-i6SS' = 

I 
I 


-d,\ 



I 

-<ih 

-d,\ 

-d,\ 


Enfin, si dans ce dernier déterminant nous multiplions par — i d'abord 
les trois dernières lignes, puis la première colonne résultante, le déter- 
minant sera multiplié par la quatrième puissance de — 1 , conservera sa 

valeur et il viendra * 

I I I 


(XI) 


i6SS'=- 


o 
I 
I 
I 


rf.^ rf,/, d,\ 
d,\ d,\ 


dh 


rfA 


'//. 


C'est Texpression demandée. 

Si les deux triangles coïncident, on aura 

f/„=o, fi?3, = c, d^^=zb, 
d^^=b, d^^=a, </3j=o; 


l86 LIVRB iU. 

et il viendra encore 

i6S'= — 

comme au n" 204. 


CHAPITBE 11. 


I 1 I 1 

1 r' O a^ 

I b^ à^ o 


* 219. Prodoit de la surface S d'un triangle ABC par la surface S' 
du triangle Â'B'C, dont les sommets Â', B', C sont les centres des 
trois cercles exinscrits. — II est facile de trouver que 

2. 'À 2 2 2 2 

sont les angles du second triangle, qui a pour côtés 


n 


a = 


. A 

sin- 


, b'= 


. B 

6in- 

2 


î c' = 


. C 
sm- 

2 


Les carrés des distances des trois sommets A', B\ C du premier triangle 
aux sommets du second seront donc 


2 D n 

d\ = AA' = bc col - col - 

2 2 


_ /^f/^ 


d,\= AB' = c' 


sm'- 

2 

sm- 

2 


sm'- 

d,\=Aa'==b' — l 

sur - 


p — a 


hc{p — c) 


hc(p — b] 
p — c 


ca( p-c) 
p — a 


rfA = 


cap 


dh = 


_ca{p — n) 


JJ — C 


d,\ = 


ch\ 


'h\ 


nh{p — b ) 
p-a 

tihip — a) 
abp 
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Si nous substituons ces valeurs dans la formule (XI), nous verrons que 





1 

I 

I 


I 

bcp 

ca[p — c) 

ab(p b) 



p a 

p a 

p-a 

I6SS'- 

w 

bc(p — c) 

cap 

fih(p — a) 


1 

p-b 

p-b 

p-b 


1 

bc(p b) 

cn(p —n) 

abp 



p c 

p^c 

p a 


Multiplions la première ligne successivement par les quantités , 

-79 —et retranchons les produits respectivement des trois der- 

p — b p — ^ 

nières lignes ; il nous vient 

O I I I 

I bc — ca — ab 

I — bc ca — ab 
I — bc — ca ab 


i6SS' = — 


• 



I 

I 

I 


I 

-bc 

ca 

ab 


I 

bc 

— ca 

ab 


I 

bc 

ca 

ab 


Le dernier déterminant se déduit du précédent en changeant d*abord 
les signes des trois dernières colonnes, puis le signe de la première ligne 
résultante. 

Dans ce déterminant multiplions les quatre colonnes respectivement 
par abc y a^ ^ et c; puis divisons par abc chacune des trois dernières 
lignes résultantes; le déterminant aura été multiplié par la fraction 

—j i r- — -7-' il viendra, par suite, 

abc. abc. abc abc' 





a 

b 

c 

i6SS'= — âr^r 

I 

— I 

ï 

I 


I 

I 

— I 

I 


I 

I 

I 

— I 




a 

b 

c 

= — abc 

1 

— I 

I 

I 




2 

— 2 






2 



— 2 


= abc 


a 
2 
2 


b 
1 
o 


c 
o 

— 2 


OU 


4SS'=o^c{rt-h^-hc). 

Si R est le rayon du cercle circonscrit au triangle donné ABC, on 
aura abc = 4 RS, ce qui donne 

S'=R(fl-h^H-c). 
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§ II. — Surface des triangles inscrits dans les courbes 

DU second degré. 

2^ Surface du triangle inscrit dans la parabole 7'= 9.px, 
les axes des coordonnées étant rectangulaires. ~ Dans la 
formule (VI) du n° 211 posons 9 = 90® ei 


2/7 ip 


* — 9 


^P 


elle devient 





* 

• ^' r 



s 

I 3" y 

• 


« 

« 7 r* 

• 
1 

» r 

y 

4/» 


~ 4/» 

y—f 

r— y 

y-f" 

ou bien 



S ' 

r 
r 

— r' r'— ^■" 

(.r .; 

^p 

I JH-J^-* 


le dernier déterminant étant égal à (7+7")— (jH-J^O^^^"''""/'» 
on a enfin 


(I) 


*- 47 


Nous pouvons donner une autre forme à cette expression. 
Désignons par a, a% a"" les trois côtés du triangle inscrit dans 
la parabole et par y, /, y" les cordes focales respectivement 
parallèles à ces côtés. Nous avons 


puis 


y = (f +^) + (f + ^') =/» + (^'+ ^")- 
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Or, les abscisses des intersections de la corde focale 
Y -^ -^f (x^P\-^ ^P_ (x _ P 

avec la parabole Y^= apX étant données par l'équation 


OU par 

on a 

il vient par suite 


rr- 


Nous trouvons ainsi que 


\r-y'Y= --^ (/-/)»= -y-^ [r-rY= -y— 

Substituant ces valeurs dans la formule (i) élevée au carrée, 
nous obtenons l'expression 

11 s^^^^^^VV- 

Le carré du rayon du cercle circonscrit à ce triangle sera 

"" 16S' ~ 8/> ' 

221. Surface du triangle compris entre les trois tangentes 
menées en (a-,j), [x',f)y [x"yf) à la parabole. — Les 
points d'intersection mutuelle de ces tangentes sont (') 


X 


=: \Jx' X'\ Xy = ^X" Xy Xi = s]xx\ 


^ 2 *^ 2 *' 2 


(*) DosTOR, Nouvelles Annales de Mathématiques t a»' série, 1870, t. IX, p. 627, 
et 1871, t. X, p. 48. 
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et, comme les abscisses peuvent se mettre sous la forme 


Xt, 


la surface demandée sera 


r" r yj' 

Xi = ■ — '— y Xi^= » 

2/; 2/? 


^ = 37 


Sp 


f-^ r fr 

r H- / yj' 


r" y" y 

y yy^' 


8p 


, y yffy 

, y yy 


Calculant séparément ces deux déterminants, et ajoutant les 
valeurs obtenues, on trouve 


(III) 


s_ - 


Ce triangle est la moitié de celui [l) qui a ses sommets aux 
points de contact des tangentes. 

Appelons r, r', r" les rayons vecteurs menés aux trois 
points de contact des tangentes, et c, c', c*' les trois côtés du 
triangle circonscrit. Nous avons 


Or nous avons trouvé au numéro précédent que 

et, comme /> + 2^ = 2 r, il vient 

^ 2r 2p(x* a}r 


r _ }T 
P '- 


'\ 2 
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Nous trouvons ainsi que 


'9* 


a'^ c'^ 


a"' c"' 


— > 
r 


,// 


> ' 


a' 

y ~ r y r y 

Substituons ces valeurs dans le quart de.rexpresslon(II) et 
nous obtenons 


(IV) 


__ p c'^c'^c"' 


Szrr^ 


8 /rV' 


222. Surface du triangle déterminé par les trois centres 
de courbure de trois points (^,7), [x'^f], [x",x"] de la 
parabole /^= ipx. — Les coordonnées de ces centres de 
courbure étant 

p^ + 3 r' p^-^ 3/' />' + 3 /'» 

2.p 1p ip 


4.r 


4/= 


h 


jt% 


p" p' p' 

la surrace cherchée du triangle sera 


8= — 


^ pi' + 3/' j'» 


6 
P' 


I 


r' 7' 




ou 


çk lyi ___ /y»' 2 , /|^3 ___ /|^'3 

o r"— /'* y—f 

c'est-à-dire 


— ? 


6 
;,3 


y*— y" f—r" 
y'-f" r'-y"' 




Le dernier déterminant étant égal à 

(r+/)(r'-^r/'-^/'')-(r+r")(^+r/+r'') 
= (r-/)(//+/'/+r/), 

on trouve enfin 


(V) s=^(r-/)(/-/)(/-r)(r/+//+/»- . 
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223. Surface du triangle inscrit dans F ellipse 

a''j^'hb^x^=a^b*. 

Désignons par x, y; x',y; x^\ f les coordonnées des trois 
sommets dû triangle S; nous avons 


2S = 


d'où nous tirons, en divisant les trois colonnes d'abord 
para, 6, i; puis para, 6, — i, 


X 

r 

I 

x' 

y 

I 

x" 

r" 

1 


?> 



x 

r 

I 


X 

r 


a 

b 


a 

b 

2S 

x' 

y 


aS 

x' 

/ 




I 


, 


ab 

a 

b 


' ab 

a 

b 


x" 

If 

r 

■ 


x' 

y 


a 

b 

1 


a 

b 








Faisons lo produit de ces deux déterminants, nous obte- 
nons le déterminant symétrique 


4S» 

a}b' 


x^ r 
^ "^ é^ 


XX yy 


— I 


XX 


.'2 


a' 


a' 


b' 
b' 


— I 


— I 


XX 


II 


w 


XL 
b' 


XX 


// 


f/ 


-\- -4z — I 


XX" 

a' 

+ 

6» 

x'x" 

4- 

rY 

à" 

6' 

x"' 

+ 

ê -. 


a} 




— I 


Cela trouvé, remarquons que, les trois points donnés ap- 
partenant à Tellipse, nous avons 


x^ r' 

a' b' ' 


x'^ r'' 


X 

'a' 


f'% yJfl 

4- -ï^ — I = O. 


Désignons ensuite par a, a', ctP les trois côtés du triangle, 
qui sont respectivement opposés aux sommets (^, j), [x\y']^ 
(x",'f')j et par ê, ô', ô" les demi-diamèlres respectivement 
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parallèles à ses côtés. Le diamètre i, étant dirigé suivant la 
droite 


// 


Y = 




rencontre la courbe aux points dont les coordonnées sont 




[x'-x'J , (/-/? 


Y^=7-:7 




(^-•^")' . (/-/')' 


a' 




et, comme 


X»-+-Y»=:dS [x'-^X^Y-^if-fYz^x'y 


il vient 


:r'a:* 


/r^ 


à" h' 




on a pareillement 


x"x y" y* a'' xx' yy' 


a 


y/ï 


îâ"^ 


Substituons toutes ces valeurs dans notre dernier détermi- 
nant, il devient, par la multiplication de chaque colonne 
par — 2, 


4S^ 


a}b^ 


nous en tirons 


(IV) 




^m 

a" 



o 

d"' 

à'^ 


I 

a"' 



a? 

a}oL"'cxr^ 

8 

4(52(5'>a"^ 


a'^ 

a} 


A 


5/2 

<5' 





Q — 

ab aoL'a" 



4 ôô'ô" 


pour la surface du triangle inscrit dans Tellipse. 

DosTOR. — Diterm, iS 
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§ III. — Surface du quadrilatère en déterminant. 


2'2&. Expression en déterminant de la surface du quadri- 
latère en valeur des coordonnées de ses quatre sommets. — 
Considérons le quadrilatère ABCD, dont nous désignerons la 
surface par Q; et soient j?, y; jt,, ^,; jr,, j,; x^, jj les coor- 
données des quatre sommets consécutifs A, B, C, D qu'on 
rencontre en parcourant le périmètre dans le* sens des x po- 
sitifs. Menons la diagonale BD, qui décompose le quadrila- 
tère dans les deux triangles BCD et ABD. 

On sait que 


— (^irs—r.^r,). 



I ^1 r» 


I 

>i yx 

aBCD- 

I Xi JTt 


o 

Xi jr. 


I ^» r» 


I 

xz y, 


I X y 


o 

X y 

aABD — 

I X, y. 


I 

Xi yt 


I oct yt 


I 

^s 7» 

il vient par ! 

suite, en ajo 

utar 

n. 



(^ir»-~r«^3) 


I Xt y, 

2Q=: O X^ Jt 

Or il est aisé de voir qu'on a 


o 
I 
I 


X y 

xi yi 


I 

o 

I « 

o 
I 
I 


Xi 
Xi 

Xi 


ri 


X 

r 


X, 

}'> 

— 

X, 

r. 



I 
o 
o 
o 
o 
o 
I 
o 


o 
I 
o 
I 

o 
I 
o 
I 


Il o X y 

xt yi 

Xi yi 

Xi yi 

X y 

Xi j, 

Xi yi 

Xi yi 

mais ces deux déterminants ne diffèrent quepar leurs premières 
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colonnes; on obtiendra donc leur somme en ajoutant les 
premières colonnes, élément à élément, et en conservant les 
autres colonnes telles quelles. On trouve ainsi ( * ) 


(I) 


2Q = 


I 

o 

X 

r 

o 

1 

Xx 

ri 

I 

o 

x^ 

r^ 

o 

I 

^s 

r» 


225. Autre forme de Texpression de cette surface. — Si, 
dans le déterminant précédent, nous retranchons les deux 
premières lignes des deux dernières, nous obtenons aussi 


2Q = 


I 

o 


X 



r 

o 

I 


Xx 



r- 

o 

o 

Xi 


X 

r> 

r 

o 

o 

Xi 


Xi 

r- 

r« 


ou bien (i) 

(II) 


^Q = 


Xi—X JTa— r 

Xi — Xi jfi — yi 


226. Surface d'un quadrilatère quelconque ABCD, en va- 
leur des quatre côtés consécutifs AB = a, BC = 6, CD = c, 
DA = J et des deux diagonales AC = m, BD = /i. — Élevons 
au carré les deux membres de Tégalité 


2Q=- 


x—xt y—y^ 
x% — X\ Yi — y\ 


!6Q^ = 


nous obtenons (105), en multipliant chaque ligne résultante 
par 2, 


(*) DoSTOR, Archives de Mathématiques et de Physique^ '874, t. LVI, p. 240. 
— Nouvelles Annales de Mathématiques y 3® série, 1874» t. XI il, p. SSg. 

(*) DoSTOR, Archives de Mathématiques et de Physique, 1874, t. LVf, p. 242. 

i3. 


7 


Ô 
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Or il est évident que 
de plus on a 

= — 2( XJT, -f- ^7-,) -h 2(X, J?, -+- 7,7-,) 

— ^{xtXt -^XiX^) -4- 2[XiXi -4-73/,); 
mais les égalités 

[x — a7,)»4-(r — rt)'=û% (^1 — «a^» )'-+-(/» --r«)'= 




donnent 


i[xxi -hjji) 

= -4- a' 

-(or' 

2(j:,:r,-+-7,7,) 

= -6» 

+ (ar; 

2(XiXt-hXir*) 

= -hc> 

^{xl 

^[XiX -f-jaJÇ) 

= -rf» 

+ (^5 


ri) — i^l-^ rl)> 


de sorte qu'on trouve, en ajoutant. 


i{x — X,) [x, — X,] + 2.{x — X,) {x>—X>) =«' — é* + c»— rf». 
La surface du quadrilatère sera donc 


i6Q»= 

ou 

(III) i6Q'= 


2171' a^—b'-i-c'—d' 

a'— b'+c'—d' 211» 

a^— b^-hc^— d^ 7.mn 


Celte expression revient à celle 
(IV) i6Q»=4/n»/i»— (a»— 6' H- c»— rf»)% 

que nous avons déjà donnée dans les IVouvelles Annales dé 
Mathématiques f i'* série, 1848, t. VII, p. 69. 

227. Expression en déterminant de la surface du quadri- 
latère inscriptible en valeur des quatre côtés. — - Si le qua- 
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drilatère kBCD est inscrlptible, on aura 
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mn = ac + bd, 

i6Q'=4(ac -h bdy— (a'— 6' -h c»— d'Y 

=[2ac-hiibd'^a^'-b'-^c'-'d^)[2ac-h^bd—a^'hb^'-c^'hd^) 

= [(a-f-c)'-(6-rf)'][(6^-rf)»-(a^c)»] 
Or le produit des deux déterminants 


A = 


■a 
b 
c 
d 


b 
a 
d 
c 


c 
d 
a 
b 


d 

c 

b 

-a 


ô = 


I 
I 
I 
I 


I 
I 
I 
I 


I 

I 

— I 

I 


I 

1 

I 

— I 


étant 

— a- 
b- 
c 
d 


b 
a 
d 
c 


c 
d 
a 
h 


d 
c 
b 
a 


— b-^a 


b 

■ c 
d 


— 6 -H c — d 


c —0 — 


d — a-\-b 
c -hb--a 


a 
b 
c 
d 


b'^C 

a — d 
d-ha 
c--b 


d 
c 
b 
a 


a 
b 
c 
d 


b 
a 
d 
c 


c 
d 
a 
b 


d 
c 
b 
a 


si Ton Y divise les quatre colonnes par les quantités respec- 
tives 

b-^c-^d—a, c-hd-ha — by d-ha-hb — Cy a-hb-hc — dy 


on verra que 


I 

I 

1 

I 


Aâi=i6(i' 

I 

I 

I 
— I 

— I 

I 

I 

— I 

• 


I 

— I 

— rl 

I 

\ 

mais on a évidemment 






II I I 


I 

I 

I 

I 


I I —I —I 


— 1 

— 1 

l 

I 


I —I I —I 


— 1 

I 

I 

I 


I — I — i I 



— I 

I 

1 

I 


=-a; 
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donc il vient i6Q*= — A, ou bien . 


(V) 


i6Q'=- 


— a 

b 

c 

d 

b 

— a 

d 

c 

c 

d 

— a 

b 

d 

c 

b 

— a 


228. Sarface du quadrilatère inscrit dans la parabole 
y'zn^ipxy en valeur des coordonnées des quatre sommets.— 
Dans la formule (II) posons 


Xz=.'- 9 JCi = — -i Xi 

2/> ^p 




2/> 


2/> 


elle devient 






= — (r-rO(r'-r») 




ou 

(VI) 


f. (r — n) (ri — r-O fr — ri-H.n— r,) 

2;^ 


pour la surface du quadrilatère inscrit dans la parabole, en 
valeur des coordonnées des quatre sommets consécutifs. 


§ IV. — Surface d'un polygone quelconque. 

229. Surface d'un polygone en valeur des coordonnées de 
ses sommets. — Soient ^^1,71; Xi^ 72; ^3, 73; ...; ^n, jn les 
coordonnées des n sommets consécutifs A, B, C, . ^., K du 
polygone ABC. . .K, que Ton rencontre en parcourant le pé- 
timètre dans le sens positif. Transportons l'origine en un 
point situé dans Tinlérieur du polygone et ayant a, b pour 
coordonnées. Désignons par x\ , x\ ; x\ , /^ ; ^'s , J3 ; • • • ; ^'ntXn 
les nouvelles coordonnées des sommets. Puisque la surface S 
du polygone est égale à la somme des triangles OAB, OBC, . • ., 
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OKÀ, nous avons 


!2S 


x\ y 2 


X 


4-- ..-I- 




n 


Xn 


Remplaçons ces coordonnées par leurs valeurs en fonction 
des anciennes 


X I ^^ ^ITl """" Cl y ^ i ~~~ *^'i ~~* ^» 


X - — X^ ~~ (Zf . • . j Xfi — Xji "~~ M > 


nous obtenons 

Xx — a fi — h 
X2—a y^—b 


aS = 


x^—a y-i—a 


-f-...-f 


or nous avons le déterminant 


Xt — a Xi — b 
Xt — a jr^ — b 


Xi jr, 

Xx y, 
X, y. 


a yi 
a yi 


Xx 
X^ 


Xn— 

a x-—^ 

Xi — a Xs—b 

b 
b 

4- 

a b 
a b 


+ «(/'— 7») — * (•^• — "^0» 


ei de même 

Xi — a yi — 6 
^3 — a y^—b 


X2 r» 

^3 yt 


-^aiyt—y^) — 6(^,-0:5), 


Xn—a yn—b 
x, — a yi — b 


Xn yn 
Xy 7, 


-hii(7„ — jv) — 6(a:„— ar,); 


par conséquent, dans la somme de ces déterminants, les mul- 
tiplicateurs de a et de 6 se réduisent à zéro; donc il vient 


(1) 


2S = 


4-.. .-+- 


Xn yn 

Xt yx 


Xx yx Xi r. 

Xi y^ ^3 ^''3 

Si les axes des coordonnées étaient obliques, il faudrait 
multiplier le second membre par le sinus de l'angle des axes, 
pour avoir la double surface du polygone. 
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CHAPITRE III. 

LA DROITE ET LE PLAN. 


§ I. Direction des droites dans l*espace. — § II. Intersection des droites et des 
plans. — § 111. Combinaison des équations générales qui représentent des 
plans donnés. — $ IV. Plans passant par des points ou des droites données.— 
§ V. Droites et plans parallèles. — $ YI. Droites et plans perpendiculaires. — 
$ YII. Distance du point au plan et plus courte distance de deux droites. — 
§ Yfll. Application de l'identité de Lagrange au calcul des distances dans la 
Géométrie de l'espace. 


§ I. — Direction des droites dans l^espace. 

230. Relation entre les inclinaisons mutuelles de quatre 
droites OA, Ofi, OC, CD [fg^^] issues d'un même point 
de respace. — Afin de mieux distinguer ces angles entre eux, 
nous représenterons l'angle que forment deux quelconques 
des trois droites OA, OB, OC par celle des trois lettres a, 6, 
Cy dont la majuscule correspondante manque dans la désigna- 
tion de ces deux droites. Ainsi nous poserons 

» 

l'angl e BOC = a, COA = 6, AOB = c ; 

et nous indiquerons Tangle que forme la droite OD aYCC l'une 
quelconque de ces droites OA, OB, OC par celle des trois 
lettres accentuées a', 6', c', dont la majuscule correspondante 
entre dans la désignation de cette droite, en posant 

l'angle DOA = a', DOB = é', DOC = c' ; 

de cette manière, les angles a et a' sont opposés, ainsi que 
les angles b et é', c et c'. 

Choisissons le point pour origine' des coordonnées et 
prenons les droites OA, OB, OC pour axes des Xy /, z. 
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Sur la droite OD, à partir de I*origlne 0, mesurons une lon- 
gueur OM égale à l'unité et désignons par Xyfy z les coordon- 
nées du point M. Si nous menons la droite MP [fig*^) parallèle 



à Taxe OC des z jusqu'à la rencontre en P du plan AOfi des xy, 

et par le point P» dans le plan OAfi, la droite PQ parallèle à 

Taxe OB des ^, jusqu'à la rencontre en Q de Taxe OA des x^ 

nous aurons 

0Q = ^, QP=r, PM = z. 

Cela fait, projetons la droite OM et la ligne brisée OQPM 
successivement sur les quatre droites OD, OA, OB, OC; nous 
obtenons les quatre équations 

— 1 4- ^ cosa' -f- y cosfc' -f- z cosc' = o, 

— cosa'-h^ -f- jcosc -f- z cosfc =o, 

— cosft' -t- xcosc-f- r -H ^cosa =o, 

— cosc'-f-^cosft -4- jcosa-h z =0. 

Éliminons les trois variables x^y^ z entre ces quatre équa- 
tions, nous trouvons la relation 

I ces a' cos6' C0S6*' 


(I) 


cosa' 

1 

I 

cosc 

cos6 

cos6' 

cosc 

I 

cosa 

cosc' 

cos6 

cosa 

I 


= o, 


qui existe entre les six angles a, 6, c et a', 6', c' que forment 
entre elles les quatre droites données. Dans cette relation 
nous avons changé les signes des éléments de la première 
colonne. " 
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Si nous développons ce déterminant» nous verrons que 
notre relation (I) revient à l'égalité 

isin'a cos*a'-+- 2 cos6' cosc' (cos6 cosc — cosa) 
-h sin*6cos*6'-f- 12 cosc' cosa' (cosc cosa — cosé) 
-h sin'c cosV -h 2cosa'cos6'(cosacos6~ cosc) = D*, 

où 

(i) D'= I — cos^a — cos'6 — cos'c -+- 2 cosa cos6 cosc. 

231. Relation entre les trois angles que fait une droite 
avec les trois axes de coordonnées. — Désignons, suivant 
l'usage, par 7., ^i, v les inclinaisons mutuelles des axes de 
coordonnées OX, OY, OZ, de telle sorte que 


rangle YOZ = X, ZOX = [x, XOY = v, 


et posons 

l'angle DOX = a, DOY = (3, DOZ = y. 

Si nous appliquons ces notations à la formule (I), nous 
obtenons la relation 


(III) 


I 

cosa 

cosp 

cosy 

cosa 

I 

cosv 

COS/X 

cos(3 

cosv 

I 

cosX 

cosy 

cosa 

cosi 

I 


et, en effectuant, 

icos'asin'X -+- 2 cos^cosy (cos|uicosv — cosX) 
-f-cos*(3sin'/:x -^ 2 cosy cosa (cosv cosX — cos/ui) 
-t-cos'y sin^v -f- 2COsacos(3(cosXcosft— cosv) 

où 


=A^ 


(V) A^=I — - COS^X— COS'fX — COS^V -+- 2C0sXC0S]txC0SV. , 

Telle est la relation (III) qui existe entre les trois angles cty 
(3, y, que fait une droite OD avec les trois axes de coordon- 
nées OX, OY, OZ, et les inclinaisons mutuelles X, [i, v de ces 
axes. 


LA DROITE ET LE PLAN. 2o3 

232. Sinus d'un trièdre. — L'expression précédente (Vj 
joue un grand rôle dans la Géométrie analytique à trois di- 
mensions; elle se présente dans presque toutes les formules^ 
lorsque les axes de coordonnées sont obliques. Elle est la 
valeur effectuée du déterminant 


(VI) A^ = 


I COSV COS fJL 

cosv 1 cosX 
cos/x cosi I 

et peut se transformer en produit. 
En effet, il est aisé de voir qu'on a 

A'=:sin^]txsin^v — (cos/jicosv— cosX)^ 

, ^ , = (sinfxsinv + cosacosv — cosX) 
(2) { 

X (cosX — cosfxcosv-f- sin|uisinv) 

= [cos(]tx — v)— cosi][cosX— cos(/x-hv)]; 
et comme 

cosia — VJ— cosA=2sin ' sin -9 . 

^'^ ' 2 2 

^ / . .X-»-a-+-v,a-+-v — > 

cosA— cos(/:x+v)=:2sin sini- j 

on trouve pour A' la forme remarquable 

* 

3) A*=4sm — sm^- sm ^sin — ^ 

^ ' — 2 2 2 2 

Les trois £|pgles X» /ul, v sont les trois faces du trièdre formé 

par les axes des coordonnées; par suite chacun d'eux est 

moindre que la somme des deux autres, et leur somme est 

moindre que quatre angles droits : il s'ensuit que les trois 

. . j./r' u-hv — X v4-X — u in-a^v 

demi-differences > > ^ seront po- 

222 *^ 

« sitives et moindres chacune que deux droits, pendant que la 

demi-somme "^ sera aussi inl'érieure à deux droits: 

2 

donc les quatre sinus du produit précédent sont supérieurs 

à zéro. 

On conclut, d'après (2), que le carré (cosfx cosv — cosX)^ 
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est toujours moindre que sin*Xsin'v; et, comme ce dernier 
carré n'est jamais supérieur à i, la quantité A' sera elle-même 
toujours comprise entre zéro et i; elle ne sera égale à rooité, 
d'après (2)9 que si le trièdre est trirectangle. 

Donc la racine carrée de A' ou A ne peut varier qu'entre 
— I ef -4- I, en passant par zéro. 

Pour cette raison, von Staudt [Journal de Crelle, t. XXIV, 
p. 252} a donné à la quantité A le nom de sinus du trièdre, dont 
les trois faces sont î, /x, v. 

233. Signification géométrique du sinus d'un trièdre. — 
Sur les trois arêtes OX, OY et OZ (fg. 5) du trièdre formé 



par les axes de coordonnées, à partir de l'origine 0, prenons 
les longueurs OÀ, OB et OC égales à Tunilé, et menons les 
droites BC, CA et AB; nolis formons ainsi le tétraèdre OABC, 
dont le volume V s'obtient en multipliant la face OAB par le 
tiers de la perpendiculaire CD abaissée sur son plan du som- 
met opposé C. 

Appelons A', [l'y 1/ les inclinaisons des trois arêtes OA, OB 
OC sur les plans OBC, OCA et OAB des faces opposées; nous 

aurons 

CD = OC sinCOD = sinCOD = sinv'; 

et, comme le triangle ABO est égal à 

- AO.BO.sinAOB= - sinAOB = ^sinv, 
2 22 


il viendra 


V = ^sinvsînv'. 
o 
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Cela établi, par le pied D de la hauteur CD, dans leplanOAB, 
menons £F perpendiculaire sur OB jusqu'à la rencontre de 
* OA en F; lirons DG perpendiculaire sur OA et joignons OD 
el EG; nous avons évidemment 

EF = OF sinEOF = OF sîn v, 
OD = OCsinCOD = OC cosv'=: cos/, 

d'où 

, EF.OD 

smvcosv = ^^ ■ 

OF 

Or, le quadrilatère OEDG étant inscrlptible, les deux angles 
DEG et DOG sont égaux; par suite, les deux triangles EFG 
et DFO sont semblables et donnent 

EF EG ,, , EF.OD ^^ 

ÔF = ÔD' ^^" "ÔF^=^<^' 

« 

ou 

sinvcosv'=EG. 

Mais, OE et OG étant les projections de OC = i sur les droites 

OB et OA, on a 

OE = cosX, 0===cos|ul; 

, d'ailleurs l'angle EOG est égal à v; il vient donc, par le 
triangle OEG, 

sin^v cos'v' = EG = cos'A + cos*/x — 2 cosX -k- cos(jl cosv. 

Nous avons ainsi 

sin'vsin'v' = sîn'v(i— cos'v') =sin*v — sin'vcos'v' 

=z Sin'v — (cOS^X-h C0S'/X--2C0S*XC0S|ULC0Sv), 

ou 

( sin^vsin^v'^i— cos'X — cos'l^L 

( 4 ) \ 

\ — C0S*VH-2C0sAc0S|UtC0SV = A». 

Substituant cette valeur dans celle de V, nous obtiendrons 
la valeur 

(5) ^ = g^ ^" A = 6V. 
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Donc le sinus d'un trièdre est égal au sextuple volume du 
tétraèdre^ dont trois arêtes contiguës sont égales à Vunité et 
comprennent entre elles ce trièdre. 

Nous pouvons donner plusieurs autres expressions du sinus 
d'un trièdre. 

â34. Expression da sinns d'nn trièdre en valear d'nne face et de 
l'inclinaison dn plan de cette face sur l'arête opposée. — L'éga- 
lité (4) nous fait voir immédiatement qu'on a aussi 

(YII) A = sinXsinVs sinfASinp.'=s sinvsinv'. 

Il s'ensuit que le sinus dun trièdre est égal au produit da sinus dune 
face par le sinus de t inclinaison du plan de cette face sur îarête 
opposée, 

235. Expression dn sinns d'un trièdre en valenr de denx faces et 
du dièdre, compris. — Représentons par X, Y et Z les angles dièdres 
que comprennent entre eux les plans de coordonnées et qui sont adja- 



cents aux axes OX, OY et OZ [fig, 6J. Le triangle rectangle CDG 

nous donne 

CD = CG sinCGD = OC sinCOG sinCGD 

ou 

CD = sin/xsinX; 

et comme, par le triangle OCD, nous avons 

CD = OC sinCOD «= sin v', 

il vient 

sinv'= sinfisinX 

et par suite 

sinv sinv'= sinfx sinvsinX. 

On a donc encore 

(ym] A = sinpsinv8inX = sinvsinXsinY:^ sinXsinpsinZ. 
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Ainsi le sinus dun trièdre est aussi égal au produit des sinus de deux 
faces par le sinus du dièdre compris. 

236. Sinns dn trièdre supplémentaire. — Le trièdre supplémen- 
taire du trièdre OXYZ est terminé par les trois faces 

71 — X, TT — Y, TT — Z 

qui comprennent entre elles les trois dièdres 

TT \ TT — p, TZ — V. 

Si nous substituons ces valeurs dans les formules (Y), (YI) et (3) du 
n*" 231, et que nous représentions par A' le sinus de ce trièdre supplé- 
mentaire, nous aurons les expressions suivantes : 


(IX) A'* = I — cos'X — cos' Y — cos'Z — 2CosXcos YcosZ, 

—I cosZ cosY 
cosZ — I cosX 
cosY cosX —I 

A" = 4sinS8in(X-S)sin(Y-S)sin(Z-S), 


(X) 


A" = 


(XI) 


ou 


2S = X-+-Y-hZ 


TT. 


237. Si nous faisons les mêmes substitutions dans les formules (VIII), 
nous aurons encore 

(Xn) A'=sinYsinZsin^ = sinZsinXsinfA = sinXsinYsinv. 

238. Rapport du sinns d*nn trièdre an sinns dn trièdre supplé- 
mentaire. — Nous avons trouvé aux n°* 235 et 237 que 

A = sinpsinvsinX, 
A'=sinYsinZsin>, 

d'où nous tirons, en divisant, 


(6) 


A __ siufx sinv sinX 
A' ~ sinY sinZ sinX 


Il est aisé de voir [fig. 7) gue 

CD = CG sinX — OC sin p sinX = sin fx sinX ; 

on verrait de même que 

CD= sin). sin Y; 

il vient donc 

sinX sin Y = siufx sinX, 
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d*où l'on tire 

( \l\J \ 8in> __ sioft __ sinv 

^ sinX "~ sinY """ sinZ' 

Ces égalités démontrent que, dans tout trièdre, les sinus des faces sont 
entre eux comme les sinus des dièdres opposés. 



•7 a X 


En vertu des égalités (XIII), la relation (6) devient 

A _ sinX sin> sinX 

A' ~~sinX sinX sinX 
ou 

A sinX sinjx sinv 


(XIV) 


A' sinX sinY sinZ 


Donc le sinus d*un trièdre est au sinus du trièdre supplémentaire 
comme le sinus d^une face est au sinus du dièdre opposé, 

239. Expression dn sinns du trièdre en valeur des trois 
dièdres. — tes deux égalités fournies par (XIV) 


nous donnent 


smY ' smZ 

^,^ sinpsinv ^,,, 
sinYsinZ ' 


mais, en vertu de (VIE), nous avons 

A 

smfi sinv= -:-^== : 

il vient donc, en substituant et en ayant égard à Texpression (XI), 

• ^^ 4sinSsin(X-S)sin(Y-~S)sin(Z~S) 

^ ' "" sinXsinYsinZ 
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240. Expression da sinus dn trièdre supplémentaire en valenr 
des trois faces du trièdre donné. — Les égalités tirées de (XIV ) 

sin ft smv 

donnent aussi 

^,« sinYsinZ., 

sin /x sin V 
et y comme en vertu de (XII) on a 

sin Y sin Z = -r-r j 
smA 

il vient 

A* 

(7) ^'=--T-- ^' 

^^ ' smAsmfAsmv 

ou, en ayant égard à Tégalité (3), 

(XVn ^;_ 4sîn;?^in(/?-'X)sin(/? — .tA)8in(;? — v) ^ 

^ ^ sinXsin/x sinv 

où Ton a posé 2/? =' X h- ^a h- v. 

241. Rapport du sinus d'une face au sinus du dièdre opposé. — 

Les égalités (XVI) et (XV) nous donnent 

A' sin X sin a sin V _ smps\n{p — X)sin(/7 — p)sin(/? — v) 
AsinXsinYsinZ-sinSsiniX — S)sin(Y-S)sin(Z-S)' 

mais, en vertu de la formule (XIV), nous avons 

sin X sin /a sin v _ A\ 
sïn Ksîn YlinZ " ¥' ' 

donc il vient, en substituant, 

nrVTT^ ^^ _ ^'"'^ _ sin;?8in(;? — >)sin (;?~jx)8in(/?-'v) 
(A.VU) ^'2-gjQax~"sinSsin(X-^S)sin(Y-S)sin(Z-S)' 

212. Par les formules (VIII) et (XII), nous avons 

A' _ sin'p sin'v sin^X A'* _ sin* Y sin'Z sin*X ^ 
A' ~~ sinYsinZsinX ' "Â ~~ sin f* sinv sin X ' 

mais les égalités (XIII) nous donnent 

sinX sinX 


sin Y sin Z sin fx sinv' 

DosTOR. — Décerm , 1 4 
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substituant dans les rapports précédents, on trouve que 

A' A'' 

(XVIÏI) ~, = sinXsinpsinv = -— = sinX sinYsinZ. 

Donc : i^ le produit des sinus des trois faces dUm trièdre est égal au 
carré du sinus du trièdre divisé par le sinus du trièdre supplémentaire; 
2° le produit des sinus des trois dièdres d'un trièdre est égal au carré 
du sinus du trièdre supplémentaire divisé par le sinus du trièdre donné. 

Voir y pour plus de détails, le Mémoire que nous avons publié dans les 
Archives de Matfiématiques et de Physique, t.LVII, p. ii3, sous le titre: 
Le trièdre et le tétraèdre, avec application des déterminants, 

2i3. Inclinaison sur Tun des azes de coordonnées de la 
droite perpendiculaire au plan des deux autres axes. ~ Sup- 
posons que la droite OD du n" 231 soijL perpendiculaire au 
plan des/z, et proposons-nous de calculer son inclinaison a 
sur Taxe de x. 

Il est évident que OD [fig, 8) est perpendiculaire à la fois 


Fig. 8. 



à Taxe des r et à celui des 2; par suite on a cos^z^ o, cosy = o. 
La relation (III) devient dans ce cas 


I 

cosa 



o 

cosa 

I 

cosv 

COS|UL 

o 

cosv 

I 

cosX 

o 

COS/X 

cosX 

I 


=r=o. 


Retranchant de la seconde ligne le produit de la première 
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par cos a, on obtient l'égalité 

V 

I cosa o G 

o I — cos* a cosv cosii 
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O COSV I cosX 

o cos/ut cosX I 
qui revient à 

I COSV COSfX. 

COSV I cosX 
cos/ix cosX I 


i — cos^a COSV cos /ut 
COSV I cosX 
cosX I 


cos/x 


= o, 


cos'a COSV cosfjL 
o 1 cosX 

o cosX I 


ou a 


o=:A^— cos*a 


I cosX 
cosX I 
= A'— cos*asin*X; 


= A' — c os* « ( I — cos*X ) 


celle-ci donne 

(XIX) 


cosa = 


sinA 


pour le cosinus de l'angle cherché. 

Cette valeur aurait pu se tirer immédiatement de la valeur de A, en y 
faisant >/ = a. 

244. Angle de deux droites OD, OD' en valeur des incli- 
naisons de ces deux droites sur les axes de coordonnées. — 
Soient toujours a, (3, y les angles que fait la première droite OD 

Fîg. 9- 



(Jlg. 9) avecMes axes de coordonnées; a', (3', y' ceux que fait 

14. 
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la seconde droite OD'avec les mêmes axes; et 6 Tangle DOD'de 
ces deux droites. Sur la première droite OD prenonsOM = i et 
soient x, y, z les coordonnées du point M. Projetons la lon- 
gueur OM et le contour OQPM successivement sur la 
droite OD' et sur les trois axes; nous formons les égalités 


— COS0 

— cosa 

— cos(3 

— cosy 


:r cosa'-f- 7*008(3' -h zcosy'=o, 
X -^-jrcosv -hZC0S/X = O, 

X cosv -^x -^ z cosi = o, 

X cos/x -h jr cosX -1- z =0; 


éliminons les trois variables Xy^, z entre ces quatre équations, 
nous obtenons la relation 


(XX) 


cos(î' cosy' 
cosv cos/x 


= o, 


cos6 COSa' 

cosa I 

cos(3 cosv I cosi 

cosy cos/7. cosX i 

qui, étant développée, donne 

Icosa cosa'sin'X -4- (cosp ces P'-h cosy ces 7*) (cos/xcosv — cos>) 
-hCOSpcOSP'sinY-^ (CO87 0037'-+- cosa cosa') (C0SvC0S> — COSft) 
-+-COS7 cos7'sin'v 4- (cosacosa'-*- cosp cos P') (cos^cosp — cosv). 

Les deux droites sont perpendiculaires entre elles, si Ton 
a cos d = o et par suite . 


(XXII) 




cosa' 

cos (3' 

cosy' 

cosa 

I 

COSV 

cos/x 

cos (3 

cosv 

I 

cosA 

cosy 

COS|X 

cosX 

I 


= o. 


245. Angles que fait nne droite donnée avec les trois plans de 
coordonnées. — Soient toujours a, p, 7 les angles que fait la droite OD 
[fig, 9) avec les trois axes de coordonnées et désignons par «, 6, c 
ceux qu'elle fait avec les trois plans YOZ, ZOX, XOY. Si nous sup- 
posons que la droite OD' soit perpendiculaire au plan de jrz, nous au- 
rons (XIX) 


0=^ 
2 


a^ cos0 = sin«, cosa'= -.-^5 cosp'=o, cos7'= o. 
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La substitution de ces valeurs dans la formule (XX) donne 

A 


2l3 


ou 


sina 


I 

COSv 


siua 

cosa 
cos^ 
cosy 

COSV 

I 


sinX 
I 

COSV I 
COSfA cosX 


COSfA 

cosX 


COSV COSU 

cosX 


= G 


cosp cosX I 


sinX 


cosa COSV COSfi 

cosp I cosX 
cosy cosX 1 


o; 


(xxni) 


A sina sinX = 


on en tire 

cosa COSV cos/x 

cos^ I cosX 
cosy cosX I 

On a donc, en développant, 

IA sinû sinX = cosa sin'X -H cos p (cosXcosp — cosv) -4- COS7 (cos V cosX — cosf*), 
A sin^sinfA = cos^sin^fA H- COS7 (cospcos V — cosX)-+- cosa (cosXcosf* — cosv), 
Asinc sinv = cosysin'v h- cosa (cosvcosX — cosp)+ cos ^(cos fx cosv — cosX). 

Si nous multiplions ces trois égalités respectivement par cosa, cos^, 
COS7 et que nous ajoutions les trois produits, le second membre de Téga- 
Hté résultante sera égal à A^ en vertu de la relation (IV), de sorte qu*il 
viendra 

(XXV) 8in« cosa sinX -+- sin b cos P sin u -h sin c cosy sin v ;= A 
pour une nouvelle expression du sinus du trièdre formé par les axes. 

246. Tangente de Tangle <p que fait avec les trois axes de coordon- 
nées la droite également inclinée sur ces axes. — Si la ligne OD 
(/tg. 9) est cette droite, nous aurons a = p = 7 = y, ce qui transforme 
la relation (III) dans la suivante : 

I cos(p cos(p cos 7 

cos 7 I COSV cos fi 
COSip COSV I cosX 

cos(p cosf* cosX I 

Pour résoudre cette équation par rapport à Tangle 7, divisons la pre- 
mière li^e et la première colonne par cos 7, puis remplaçons le premier 


= 0. 


9.l4 
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élément résultaDt — 7- par son équivalent tang'ip 
dra ainsi 


i; l'équation devien- 


tang*7 H- 1 

H-î 
O -4- I 


I I I 

I COSv COSfA 
COSV I cos> 


et donne 


o -h î cos/x cosx î 


= o, 


tang^r 
o 
o 


I I I 

I COSV COSfA 

COSV I cosX 

cosp cosX I 


I I I 

I I COSV 

I coàv I 


COSfX 

cosX 


I COSfA cosX I 


= 0. 


Le premier terme revient à A' tang'f , tandis que le second, en vertu 
du n" 184, est égal à — 16 sin*-.sin'^ sin'-* On a donc 


2 


2 


(XXVI) 


tang^p = 


. . A . Lt . V 

.4sm- sm- sm- 

2 2 '2 


247. Tangente de Tangle ^ que fait avec les trois plans de 
coordonnées la droite également inclinée sur ces plans. — 
Soit OD' la droite également inclinée sur les trois plans YOZ, 
ZOX, XOY. Si par Torigine nous élevons sur ces plans, et 
dans le sens des coordonnées positives, les perpendiculaires 
OX', OY',OZ', la droite OD' sera également inclinée sur ces 
trois droites, qui forment le trièdre supplémentaire de celui 
des axes. 

Par conséquent il nous suffira de remplacer dans (XXVI) 

les angles 9, 1, |ut, v et A par vj;, tt — X, tt — Y, tt — Z et A', 

2 

pour avoir l'expression 


tang 


ou 


tang^ = 


, X Y Z 

4 cos — cos — cos - 
222 
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Dans cette valeur, à la place de A', mettons son exprès- 

X 

sion (XXII] et dans le résultat mettons, au lieu de cos— 9 

Y Z 

sin— ) sin-) leurs valeurs en fonctions des angles 1, ii,v; nous 

trouvons que 

(XXVII) tangl--^ ^l - . 

asm 

248. Le trièdre dont les trois faces yalent ensemble denz angles 
droits. — Dans ce qui précède, supposons que 

^ -h fA -h V = TT , 

nous trouverons facilement que 

(XXVIII) cosX4-cosY-t-cosZ = i, 


A = 2 V^cosX cospcosv = 2 tang — tang - lang - 

^ ^ ^ 

A'= 2 sin*S coi - cot - cet - , 

222 

(XXIX) ( . a^ b^ c 

tang- tang- tang- 

tangçp = g , 

tang>[' = - • 
°^ 2 


§ IL — Intersection des droites et des plans. 

249. Condition pour que deux droites se rencontrent. — 
i"Si les deux droites 


(>) 


j Aa: -+-Br-+-Cz + D = o. 
\ A,a: + B,j-HC,2-t-D,= o; 

I A'x + B>+C'z+D'=o, 
^^' \ A>4-B',r+C',a4-D'.= c 

se coupent, les quatre équations seront satisfaites par les 
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coordonnées du point d'intersection. Éliminant donc les trois 
variables x^y, z entre les quatre équations (i) et (2), consi- 
dérées comme simultanées, nous obtenons la relation de con- 
dition 


(I) 


A 

B^ 

C 

D 

A, 

B, 

c, 

D. 

A' 

B' 

C 

D' 

A'. 

B". 

c. 

D*. 


= 0. 


'iP Supposons que les deux droites soient déterminées par ** 
les deux systèmes d'équations 


(3) 


(4) 


Xzrz az -^ py 

j x=:a!z-hp\ 
i y= b'z-r- q\ 


On ramènera ce cas au précédent, en mettant ces équations 

sous la forme 

— a:-^o,y-\- az -4- /i =-. o, 

— j? -4- o.y '^a'z-^p'z=o, 

o.x — j H- 6'2 -h q^=: o ; 

éliminant J7,j et z^ on en tire la relation de condition 


(II) 


• I 
o 
•I 
o 


o 

•I 

o 

I 


a p 
b q 
a' d' 


-I y 


I 
o 
I 
o 


o 
I 
o 
I 


a p 
b q 


a- 
b' 


P' 


Si nous retranchons les deux premières lignes des deux 
dernières, nous obtenons l'égalité 


I 



a 

P 






I 

b 

9 


a'— a 

P'-P 





a'— a 

P'-P 


b'~b 

q'-q 





b' b 

q'-q 





= o, 


qui revient à 

(III) 
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p-p' ?-?' 


250. Intersection d'une droite x=zaz'hpjy=bz-hq 
avec un plan Ax h- Bj^ -f- Cz -f- D = o. — Les coordonnées 
du point d'intersection satisfont à la fois à ces trois équations; 
or ce système peut s'écrire 

C-2? 4- D + A ^ 4- B j — o, 

— az — p -h ^ -h o.^=r o, 

— bz — j + o.x H- B^ = o; 

éliminant ^ et j entre ces trois équations, on obtient l'éga- 
lité 

Cz-f-D A B 


qui donne 


z 


az — p 
bz — q 


C A B 

a 1 o 
601 


1 o 
o I 


o, 


-DABI 


P 


I 
o 


oj, 

T 1 


et, en développant, 


av) 


^*'^ ^~ Aa 

On trouve ensuite que 


_ Ap + Bg + D 


Bfr 


_ (Bg-f-D)a — (Bfe-4-C);? __ (Ap+D)6-4-(Afl-t-C)^ 
^~" Aa-f-B^ + C ' -^'"^ Aa + Bft + C 

251. Intersection de trois plans 


(5) 


i^ Si ces trois plans se coupent en un seul et même point, 
les coordonnées de ce point d'intersection vQ|*ifient simulta- 


A.X 

+ 

Bj 

+ 

Cz -4- 

T> = 

0, 

k'x 

+ 

Wy 

■+■ 

C'i-H 

D' = 

0, 

A'^H- 

Wr 

-¥ 

Cz-^ 

!>'- 

0. 


'• ( ..t •• 
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nément leurs équations (5). L'élimination de/ et z entre ces 

trois équations fournit immédiatement l'équation suivante 

enx : 

Ao: 4-D B C 

A^x-hW B" C" 

Le premier membre est la somme de deux détermi- 
nants (56) ; par suite, cette équation revient à 


Aar -4-B C 

A'x ^ B' C 
A"x B'' C" 


D B C 
D' B' C 
D" B'' C 


= 0, 


et donne, en mettante en évidence dans lé premier terme (28), 

a:(AB'C'') + (DB'C'') = o. 

m 

On trouve ainsi, pour les coordonnées du point d'intersec- 
tion, les valeurs 

^^ ^~ (AB'C")' •^~ (A'B'C')' ^"" (AB'Cj' 

2,^ Si les trois pians (5) se coupent suivant trois droites pa- 
rallèles, les valeurs (V) des coordonnées seront infinies, 
ce qui exige que l'on ait ( AB'C") r= o et que chacun des trois 
déterminants (DB'C'), (AD'C"). (AB'D") soit diflférenl de 
zéro. 

3° Si les trois pians [S) se coupent suivant deux droites pa- 
rallèles, deux de ces plans, par exemple les deux derniers, 
seront parallèles; on aura dans ce cas 

A'=mA', B"=mB', C'—mC 

et D" différent de mD'. Le premier déterminant devient 
ainsi 


A B Ç 

A' B' C 
. mA' mB' mC 


= m 


ABC 

A' B' C 
A' B' C 


et se trouve niiturellement nul, comme ayant deux lignes 
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identiques (26), tandis que les trois autres se changent en 


m 


D 

B 

C 


A 

D 

C 


A 

B 

D 

I)' 

B' 

C 

, m 

A' 

D' 

C 

, m 

A' 

B' 

D' 

D" 



w 


D" 


w 



D" 


B' 

C 


A' 

^L^ 

C 


A' 

B' 


m 





m 





m 


et sont nécessairement différents de zéro. 

4^ En fin y si les trois plans [5] se coupent suivant une seule 
et même droite^ les valeurs des coordonnées du point d'inter- 
section seront indéterminées et Ton a en même temps 

(AB'C'']==o, (DB'C")=:o, (AD'B") = o, (AB'D")=:o. 

Il est à remarquer que deux quelconques de ces quatre 
relations entraînent forcément les deux autres. 

Les réciproques de ces quatre cas sont vraies et s'établis- 
sent facilement. 


§111. — Combinaison des équations générales qui 
représentent des plans donnés. 


252. Relation identique entre les premiers membres des équations 

de quatre plans et leurs déterminants. — Prenons les équations de 

quatre plans 

[ P =Xx + B j -h Cz -h D =0, 

V =k'x ^B'jr -hC'z-t-D' = o, 

P' = k'x H-B"/ -t- Cz -t-D" = o, 


(I) 


Nous avons évidemment 


D 

A 

B 

C 


A 

B 

C 

D 

D' 

A' 

B' 

C 


A' 

B' 

C 

D' 

D" 

A" 

B" 

C" 

-h 

A" 

B'' 

c 

D' 

JJW 

A'" 

B'" 

or 


A'" 

B"' 

Q!" 

D'" 


= o, 


puisque, pour passer du premier déterminant au second, il faut effectuer 
trois permutations de deux colonnes consécutives, ce qui change le signe 
du déterminant sans en altérer la valeur. 
Dans le premier déterminant , nous pouvons ajouter à la première 
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colonne les trois suivantes, multipliées respectivement par x^y et z\ nous 
obtenons ainsi l'égalité 


Ax -hBj^ -hC« -hD A B 

k'x -h By -h Cz -4- D' A' B' 

A^x -f- B> -h C'z -H D" A" B* 

A'^x-hB'V-hC'"«-f-D* A** B* 


ou 


P A 

P' A' 
P" A" 


B C 
B' C 
B" C 


C 

c 
c* 

A 

A' 
A'' 


A 

A' 

A" 


B 
B' 
B" 


A* B' 


C 
C 
C 


D 
D' 


= 0, 


B 
B' 
B" 


A*" B' 


C 
C 


D 

ly 


= 0. 


Développons le premier membre suivant les éléments de la première 
colonne; nous transformons notre identité dans la suivante : 


A' 

A" 
A*" 


B' 

X"' 




-P' 


A 

A" 

A*" 


B 

B" 

B'" 


C 
C" 


- P' 


A 

B 

C 

A' 

B' 

c 

A" 

h" 

c 


A 

A' 

A" 
A*^ 


ABC 

A' B' C 
A*" B*" C" 
B C D 


B' 
B" 
B'" 


a 


D' 
D" 
D" 


= o. 


Dans le second déterminant, nous pouvons amener la première ligne 
au troisième rang par deux permutations Ide deux lignes consécutives, ce 
qui n'altère ni la valeur ni le signe du déterminant; dans le troisième 
déterminant, nous pouvons de môme amener la troisième ligne au pre- 
mier rang par deux permutations de deux lignes consécutives. Notre 
identité (i) pourra donc s'écrire 


(I) 


A' 

B' 

C 


A" 

B" 

C 

A" 

B" 

C" 

-v 

A*^ 

B'" 

C' 

A'" 

gw 

C" 


A 
A 

B 
B 

C 

c 




pw 

A' 

A" 

B' 
B" 



P" 


A'" 
A 

A' 
A 
A' 
A" 

A*". 


B 

B' 
B 
B' 
B* 


C 
C 

c 
c 
c 

cr 


D 
D' 
D* 
D" 


= 0, 


ou, en faisant usage de la notation abrégée, 
(U) P(A'B'n -FCA^B'^C) H-P''(A"'BC') -P*'(AB'C') 
C'est la relation que nous voulions établir. 
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253. Relation identique entre les premiers membres des équations 
de trois plans et leurs déterminants. — Dans la relation (I), que nous 
venons de trouver, supposons que Téquation du quatrième plan P'^' = o 
devienne :c h- j -h z = o, de sorte que 

A''' = B'"=C'"=i et D"'=o; 

la relation elle-même deviendra 


A' 

B' 

C 

A" 

B" 

C" 

I 

I 

I 


-F 


(x-hx-^ z) 


A" 

B" 

I 

I 

A 

B 

A 

B 

A' 

B' 

A" 

B" 


I 

c 

c 

a 


I 

A 

A' 


I 

I 

B 

C 

B' 

C 


A 

A' 

A" 
I 


B 

B' 

B" 

I 


C 

C 

C" 

I 


D 
D' 
D" 
o 


= 0, 


ou bien, en ramenant au premier rang les lignes à unités, 


I I 

I 


A' B' 

a 

-h?' 

A" B" 

C" 



(m) 


= {a?-f-/H-2;) 


1 

A" 


ABC 

A' B' a 

A" B" C." 


1 

I 


B" 

C 

-+-?" 

B 

c 



1 
A 


I 

A 

A' 

I 

B 


I 

B 

B' 

I 

C 


I 
C 

c 

o 
D 


A' B' a D' 
A" B" C" D" 


C'est la relation cherchée. 


254. Théorème I. — Lorsque trois pians P = o, P'= o, P''= o je cou- 
pent suivant une seule et même droite, on peut trouver pour >, X', V des 
valeurs constantes et finies , de manière que Von ait identiquement 

(IV) XP-i-VFH-X''P*=o. 

En effet, si les trois plans se coupent suivant une même droite , les 
quatre déterminants (AB'C"), (DB'C^), (AD'C), (AB'D") sont nuls (251); 
par suite, dans la relation (III), le premier terme du second membre est 
nul; le second terme, dontle développement est (BC'D") — (AC'D'0-h(AB'D"), 
ou (DB'CM-f-(AD'C")-h(AB'D''), se réduit aussi à zéro; donc la rela- 
tion (ni) devient 


I 

I 

I 


A' 

B' 

C 

-f-P' 

A" 

B' 

C 



1 

I 

I 


A' 

B" 

C 

-hp" 

A 

B 

C 



I 

I 

I 


A 

B 

C 

=-o; 

A' 

B' 

C 
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ce qui donne pour leë constantes X, V, V les valeurs finies 

I> = B'C - C'B" -f- C'A" - A'Ch- A'B"— B'A', 
V = B'C - CB -4- C A - A'C -H A-B - B-'A, 
5^"= BC' - CB' -+- CA' - AC -h AB' - BA', 

255. Condition pour que quatre plans P = o, P' = o, P" = o, P"' = o 
se coupent en un seul et même point. — Les équations de ces quatre 
plans (i) devront être vérifiées par un même système de valeurs pour les 
coordonnées x, jr^ z; par suite ces équations seront compatibles; il iau- 
dra donc que leur déterminant soit nul. On obtient ainsi la relation de 
condition 


A 

B 

C 

D 

A' 

B' 

c 

D' 

A" 

B" 

c 

D" 

A'" 

B'" 

Q«l 

D'" 


(VI) .. .. .. r.. =0, 


OU ( AB'CD") = o, 

256. Théorème IL — Lorsque quatre plansV^ o, F= o, V= o,P"'=o 
passent par un seul et même point y on peut trouver pour \ V, X*, Y des 
valeurs constantes etfiniesy de manière que Von eût 

(VII) >p-+-vF-h>»P''-+-rp"'=o. 

En effet} si les quatre plans (i) se coupent en un seul et même point, 
le dernier terme de l'identité (I). est nul en vertu de la conj^ition du nu- 
méro précédent; on a donc entre P, P', P" et P*" la relation 

P (A'B'C") - F(A''B'^C) -+- P"! A"BC') - P'"( AB'C) = o, 

ce qui donne pour les constantes \ \\ l" et y les valeurs 

/ X =A'(B''C'"-C''B'")-+-A''(B'"C'~C'"B')-+-A'"(B'C''-C'B'), 

. \ - V = A^ (B'"C - C^B) -h A'î'(BC" - CB") -+- A (B"C'^-CX), 

^ M "a" = A"' { BC - CB' ) -H A (B' C" - C'B"') -f- A' ( B'^C - C'B), 

f ~V'^=A (B'C''-C'B")h-A'(B"C -C'B) h-A"(BG' - CB'). 


§ IV. — Plans passant par des points ou des droites 

DONNÉES. 

257. Équation du plan passant par trois points donnés. - 
Le plan 

D4-A^-fBj + C3 = o 

passera par les trois points M, (^,,7,, z, ), M3(jr,, j», 2,), 


(>) 


= o. 
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Ms(^3, Xiy ^9)9 si Ton a en même temps 

D + A^, + Bj, -h Cz, = o, 
D -h A Xa -f- Bjs -+- Czj = o, 

D -i- kjr3-^B')'i'hCz3 = o. 

Ces quatre équations sont homogènes par rapport aux coef- 
ficients D, A, B, C; pour qu'elles soient compatibles^ il faut 
et il suffit que leur déterminant soit nul (131), c'est-à-dire 

que Ton ait 

\ X r z 

»' 

I X2 X, Zi 

l Xi JTz Zi 

C'est réq nation du plan cherché. 

Cette équation exprime aussi la condition nécessaire et 
suffisante, pour que les quatre points M [x^ y, z), M, (^1, ji, «,), 
M2 (jTa, J2, -Zî), M, (:r3, y'3> JS3) soient situés dans un même 
plan. 

258. Équation du plan passant par deux droites paral- 
lèles. — Supposons que les deux parallèles, passant Tune par 
le point M, (x,, jtu Zt) et l'autre par le point Ma (x,,/,, Za), fas- 
sent avec les axes de coordonnées les angles a, ^, y. 

Si les axes sont rectangulaires, un second point M' de la 
première parallèle sera déterminé par les coordonnées 

x'= Xt-+- pcosa, 
/=/, -+-pcos(3, 
2' =:Zi -^-pcosy, 

où p désigne la distance MiM' des deux points Mi et M' de la 
première parallèle. 

Le plan cherché, passant par les trois points M„ M2 et M', 
sera représenté par l'équation (257) 

IX y z 

I ^1 y\ Zi 

I Xi Jj Za 

I ;r,-f-pcosa 7,-hpcos(3 -z.-f-pcosy 


= o, 
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2^4 

qu'on peut simplifier. Pour cela il suffit de retrancher la se- 
conde ligne de la quatrième et de diviser par p la ligne résul- 
tante. On trouve ainsi 


(II) 


I 

X 

X 

z 

I 

X, 

r^ 

Zi 

I 

Xi 

r« 

Zi 


=r O 


o cos<x cos|3 cosy 
pour l'équation du plan demandé. 

259. Équation du plan passant par deux droites concou- 
rantes. — Soient x^^ y.^ z. les coordonnées du point d'inter- 
section M« des deux droites; et a, (3, y ; a', ^\ / les angles que 
font leurs directions avec les trois axes de coordonnées sup- 
posés rectangulaires. Les coordonnées 

^o-f-pcosa, /o-+-pcosp, Zo-f-pcosy 

seront celles d'un second point M dç la première droite, éloi- 
gné du premier M« d'une longueur p, et 

^o-f-p'cosa', 7o + p'cos;3', z^-h p'cos/ 

seront les coordonnées d'un second point M' de la deuxième 
droite, éloigné du premier Mo d'une longueur p'. 

Le plan demandé, devant passer par les trois points Mo, M 
et M', sera représenté par l'équation 

IX y z 

I ^0 Jo Z^ 

I Xo4-pcosa jo-i-pcos(3 2o-Hpcosy 
I iCo-f-p'cosa' ^0-+- p'cos (3' -Zo-^ p'cos/ 

Retranchant la seconde ligne de chacune des deux sui- 
vantes et divisant par p et p' les deux lignes résultantes, on 
trouve 

(III) 

pour l'équation du plan cherché. 


= o. 


1 

X 

r 

z 

I 

^0 

Xo 

Zo 

o 

cosa 

cos(3 

cosy 

o 

cosa' 

cos(3' 

cosy' 


= o 


LÀ DROITE ET LE PLAlï. 


225 


§ V. ■— Droites et plans parallèles. 

260. Condition pour que trois droites soient parallèles à 
un même plan. — Les trois droites 


/ X — p y — q z — r 


(0 



a 



b 




c 


X 

à 

r 

.n 

6' 

9' 


Z 


r' 



c' 


X 

— 

P"'_ 

.r 



q' 


Z 

— 

r" 


a 


// 


b" 


Jt 


seront parallèles à un même plan 


(2) 


kx 4- Bj -i- Cz -f- D = o. 


si l'on a en même temps 

Aa -i-B6 -h Ce = 0, 
Aa'4-Bft'+Cc' = o, 
Aa"-HBft'^-f.Cc"=o. 

Ces trois équations du premier degré sont homogènes par 
rapport aux coefficients A, B, C de Téquation du plan; pour 
qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit que leur déter- 
minant soit nul. La condition demandée est donc 


(I) 


a 


cC 


a 


u 


b 

b' 
b" 


r.' 


^tf 


= o, 


V 

261. Condition pour que trois plans soient parallèles à une 
mâme droite. — Les trois plans 


(3) 


A.X + 

Br-\- 

Cz-hl) = 

o. 

A.'x + 

Wx + 

C'z + D'- 

o. 

A''x+ 

B"r+ 

C''z+D''= 

■ o 


DosTOB. — Déterm, 


i5 
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seront parallèles à la droite 


(4) 


x — p _ r—g _ ^r-f 


a 


c 


si l'on a simultanément 


Aa + B6-+-Cc = o, 
A'a-hB'6-t-C'c = o, 

Éliminant a et 6 entre ces trois équations, on trouve 

ABC* 

(II) A' V G =o 

A." B*' G 

pour la relation demandée. 

262. Plan mené par F origine parallèlement à deux droites 
données. —- Si le plan 

(5) A^-^B7-f-Cz = o 

doit être parallèle aux deux droites 

X — p r — a z — r 

^ = —T^ = ' 

a o c 

X — p' y — q* z — r' 

on devra avoir en même temps 

ka -f- B6 -f- Ce = o, 
Aû'-+-B6'-f Cc'=o. 


(6) 


Éliminant A et B entre les trois équations (5) et (6), on 

trouve 

X y z 

(III) a h c =o 

d V c' 


pour réquation du plan demandé. 
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263. Plan mené, par une droite 


2^7 


(7) 


P = Aa: + B,r 4- Cî -4- D = o, 
P'= A'x + B>4- C'z + D'= o, 


(8) 


parallèlement à une autre droite 

P" = A'^x -h W\r H- C"z -<- D"= o, 

P"'= A'"ar 4- By -h C'z H- D'"= o. 

Le plan cherché, devant passer par la droite (7), est repré- 
senté par une équation de la forme P — >P'=: o ou par 

(9) (A-XA')^-f-(B->B')j-i-(C->C')z + D-XD'=o. 

Pour que ce plan (9) soit parallèle à l'intersection des deux 
pians (8], il faut et il suffit que les trois plans 

i (A-XA')^H-(B->B')j-f-(C-XC')z = o, 

(10) I A" a: H- B'^j ■+- C'z = o, 
( A"x + B'"j -f- C'z = o, 

menés par l'origine parallèlement aux trois plans (9) et (8), 
se coupent suivant une seule et même droite; il s'ensuit que 
les trois équations homogènes (10] doivent être satisfaites par 
les mêmes systèmes de valeurs pour x, y, z, qui vérifient les 
équations de cette droite. Il faudra donc que le déterminant 
des équations (10] soit nul, ou que l'on ait 


A" 

A'" 

On en déduit l'équation 


A-XA' B-XB' C-XC 


B' 
B" 


C 
C 


o. 


A 

B 

C 


A" 

B" 

C" 

-1 

A* 

B" 

C" 



A' B' C 
A" B" C 


/// 


B' 


V// 


qui donne 


(A'B"e) 


ID. 


D' 
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Substituant dans l'équation (9], on trouve 
^ ^ (AB^e) ~" (A'B^C*') 


pour réqualion du plan demandé. 

26<p. Si, dans cette équation, noqs faisons disparaître les 
dénominateurs, et que nous ordonnions par rapport aui va- 
riables, nous pourrons lui donner les formes suivantes : 

[A(A'B''C*')- A'(AB"C-')]a:-^ [B(A'B''C''') -B'(AB"C*')]7 
-h[C(A'B^C'")-C'(AB''C'*)2 H-D(A'B''C'")~D'(AB''C^) =0, 


/ 


V) 


-h 


A A B C 

A' A' B' C 

o A" B" C" 

o A-' B*' C^ 

C A B C 

C A' B' C 

o A" B'' C" 

o A'^ B'^ C 


z — 


B A B C 

B' A' B' G 
o M" W C" 
o A" B'^ C" 
A B C D 
A' B' C D' 
A" B" C" o 
A'^ B'" C* o 


= 0, 


(VI) (6c'— cb')x -+- (ca'— ac') j4- (a6'- fca')z -h (© = o. 


en posant 


BC — CB' = a, B'' G" — C" B''' = a', 

CA' — AC = by G' A"'— A'' G' = b\ 
AB' - B A' = c, A" B'^— B'^A ' = c'. 


(«0 


ÛE) 


A B C D 

A' B' G D' 

A'^ B" C" o 

A'^ B'^ G" o 


265. On trouverait de même que le plan, mené parla 
droite (7) parallèlement à la droite (8), est représenté par 


Là droite et le plan. 
chacune des trois équations 
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(VII) 


k!'x -f- B*;r -H C"z + D" • k"'x -f- B"y + ^"z -4- D'^ 


(A'^BCf 


(VIII) 


.0 A B C 

G A' B' C 

A'^ A" B" C" 

A''' A'^ B'" çr 

o A B C 

y A^ C^ o ' 

C' A" B'' C" 

C" A'" B'" C"' 


a:-h 


(A'^BC) 

o A B C 

o A' B' C 

g/. ^./ B„ çn 

B'^ A'" B'" C' 
A B C o 
A' B' CI o 
A'^ B" C' D" 
A'" B''' C"' D'" 


rrrO. 


( IX) (6c'- (?6') :c -h (ca'- ac')jr-h (a6'- *«') - (D'= o, 


où Ton a posé 


(12) 


(D'=: 


A B C o 

A' B' C o 

A" B'^ C" D'' 

A'" B*" C" D'" 


266. Les deux plans (V) çt (VIII) sont évidemment parai- 
lèlesy puisque^ les sommes des coefficients des mêmes va- 
riables étant nulles^ ces coefficients sont égaux et de signes 
contraires dans les deux équations (V) et (VllI). 

267. On peut arriver aux mêmes résultats de la manière suivante : 
nous avons entre les quatre équations (7) et (8) la relation iden- 
tique (252) 

P (A'B^q'^) - P'(A''B'"C) -f- P"(A'"BC) - P'''(AB'C") = - (AB'CD'"); 

par conséquent les premiers membres dés deux équations 


(i3) 
(14) 


P(A'B''C'^)-P'(A''B'"C) = o, 
P''(A'''BC') -P'"(AB'C") =0 


ne diffèrent que par une constante (AB'G'D"'); donc ces deux équations 
représentent deux plans parallèles. 
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Ainsi le plan (i S) ou 

[XB'à") " (iÉÉB^C") 

passe par la droite (7) et est parallèle à la droite (8), tandis que le 
plan (14) ou 


(A^BC) (A'^BC) 

est mené par la seconde droite ( 8) parallèlement à la première ( 7 ]. 

§ VI. — Droites et plans perpendiculaires. 

268. Condition de perpendicnlarité de la droite et du < 
plan. — Supposons que la droite 

^ ' abc 

soit perpendiculaire au plan 

(2) Àar-hBj-H C-5 H-D = 0. 

Si, par l'origine des coordonnées, nous menons une paral- 
lèle à la droite donnée (1), les équations de cette parallèle 

seront 

X r z 

a b c 

Par le point I de cette dernière droite, dont les coordon- 
nées sont a, b, c, conduisons un plan parallèle ^au plan 
donné (2), Téquation de ce plan sera 

(3) Ao: -f- Bj + C2 = Aa -f- B6 + Ce = D'. 

Posons 01 = u et soient a, (3, y les inclinaisons de la 
droite 01 sur les trois axes de coordonnées. Représentons 
d'ailleurs par /,/n,n les distances à l'origine des points L, M, N 
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où le plan (3) coupe les trois axes de coordonnées! de sorte 
que 

'^^A^ Â ' 

D' Aa-+-B6H-Cc 

'^"=¥ = B ' 

D' Aa-hBb-hCc 




Comme 


C C 


u=z /cosa = mcosp = ncosy. 


il vient 


,,. Au ^ Bu Cm 

(4) C0Sa=:-g7^, C0SP = ^, COS7=-g7 


Projetons la droite u successivement sur les trois axes de 
coordonnées» ainsi que le contour formé par les coordon- 
nées a, bf c de son extrémité I; nous formons les trois équa- 
tions 

?icosa=: a -h bcosv-h ccos/x, 

u cosp = a cosv -h b -hc cosX, 

u cosy = a cosw -*- b cosX -+- c , 

qui, eu égard aux valeurs (4)9 reviennent à 

A m' 

-jy- = a-h b cosv -+- c cos/x, 

(5) { Tv"— acosv-f-o -f- ccosA, 


D' 
Ctt^ 


a cosfx 4- b cosX + c, 


Si nous multiplions ces trois égalités respectivement 
par a, b eic et que nous ajoutions, nous trouverons que les 
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relations de conditions demandées seront 


u> a»+6'-hc'-f- 2fcccos>-f-2Cflcos|oi-4-2a6cosv 

~*^ ^ Aa-f-B6-f- Uc 

a-^b cosv -f- c cosfA 




(I) 


a cosv 


ccosX 


B 

ûcosjLL-f- &cosX-t- r 

^ c 


Ces condilions peuvent s'obtenir sous une autre forme. 
Entre les trois équations (5), éliminons h et c\ il nous 
vient l'équation 


ku? 


cosv COSfX 

I cosX =0, 

COS> I 


dont le premier membre est la différence de deux détermi- 
nants. On en déduit par suite 


D 

-t- a 

Bm' 

-\- (2 cosv 

Cm» 

+ acos/x 


a cosv cosfjt 
a cosv I cosX 
acosfx cosX I 


ku} 
"F" 

Bm» 
D' 

Cm» 
D' 


cosv 


COSfJL 

cosX 


cosX 


= 0, 


ou bien 


a 


I cosv cos/x 
cosv I cos> 
cos/x cos> 1 


D' 


A cosv cosfjt 
B I cos> 
C cosX I 


Nous trouvons ainsi, en développant, une nouvelle exprès- 


(") 
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sion des relations de condition 

D'A' _ Asin^A + B (cos> cos^l — cosv) ~f- C (cosv cosX — cosfx) 
u^ — - ^ 

_ Bsin'fjL-f- C(coSfjLCOSv-— cosX) -f- A(cos>cosfx-— cosv) 

Csin'v + A (cosv cosX — cos|ui)-f- B(cosfjLCOSv-— cosX) 

c 

% VII. — Distance du point au plan et plus courte distance 

DE DEUX droites. 

269. Distance d'un point à un plan (' j. — Soient 

(i) Aar-hB^H- Cz -f-D = o 

\réquation du plan; x\ y, z' les coordonnées du point 
lionne P ; /> la perpendiculaire abaissée de ce point sur le 
plan(i]; et a, p, y les inclinaisons de cette perpendiculaire 
sur les trois axes de coordonnées. 

Par le point P menons le plan parallèle au plan (i); son 
équation sera 

(2) kx -+- Bjr+ Cz = kx'-^ B/-+- C-s'. 

Les deux plans (i) et (2] coupent les axes de coordonnées 
aux distances de l'origine respectivement égales à 

D . D D 


et 


, A^'-i-Br'-f-Gz' 

a = : 7 5 

A 

., A^'-f-BZ+Cz' 

ft = 5 — —' 

, A.r'-f-Br'H-Cz' 

c "=■ :k • 


(* ) DofiTOB, Archives de Mathématiques et de Phjrsique^ 1875, t. LYII, p. aaS. 
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D'après cela, il est évident qu'on a 

p = (a — a) cosa = =^-^ cosa, 

p = (fc — b) cosô = ^ cos(3, 

p nr (c — c) cosy = ^ cosy ; 


d'où nous tirons 


Ap 


*^**^" ~ A«'-H B/+ Cz'-h D' 
. Cp 


cosy 


Ax'-i-B/-hC-s'H-D 


Substituons ces valeurs dans la relation (III) du n^ 231; 
celle-ci devient 


1 
Ap 


kp 


^P 


Cp 


Ax'-+-Br'-4-Cz'-4-D Ax'-f-B/-+-Cz'-+-D Ax' 


Ax^-i-By^-C^'-hD 
Ax'-+-B/h-C«'-+-D 
Ax'h-B/-+-C«'h-D 


cosv 


COSV 


COSfA 


B/-f-Cz' 

COSfA 

cos> 


D 


cosX 


Multiplions la première ligne et la première colonne 
par -, nous obtenons 1 équation 


(Aa:'-t-B/-hCz'^-D)= 


B 


P' 




A 

] 

cosv 

COSfX 

B 

cosv 

I 

cosX 

C 

COSfJt 

cosX 

I 


= 0> 
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qui donne 


[6] _- 


o A B C 

A I cosv cosfx 

B cosv I cosX 

C cos/x cosX I 


où A représenie»le sinus du irièdre formé par les axes de 
coordonnées. 
De régalilé (3) nous lirons 


(I) 


P = 


(Aar'4-B/-f-C2'-hD).A 



A^sin»>v-h 2BC(cos/xcosv — cosX) 
B' sin*/x -^- 2 CA (cos v cos X — cos/x) 
O sin'v -f- 2AB (cos A cos/x— cosv) 


pour la distance demandée. 

La distance de l'origine au plan (i) s'obtient en po- 
sant x'=y=z z'=: o dans (I); elle sera 


(II) 

en faisant^ pour abréger. 


-4- 


p = z^ 


DA 
U 


(4) 



2BC (cos /x COSV — cosX) 
2 C A (cos V cos X — cos /x) 
2 AB (cos X cos/x— cosv) 


H. 


270. Distance d'un point à l'un des plans de coordonnées. 

— Le plan (i) se confondra avec le plan des jz, qui a pour 

équation ^ = o, si l'on a B = C = D = o. Dans ce cas, la for- 

A'.ir''A' A^' 

mule (3) se réduit à — *—- — =:A^sln*X et donne o = -:-t' 
^ ^ p^ '^ smX 

Les distances/?, j, rdu point [x'yy yz') aux trois plans de 

coordonnées ir = o, ^ = o, z = o seront donc 


(III) 


^x' 


' sinX ^ 


__ A/ _ Az' 


sin/x 


sinv 
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271. Équation de la droite dont tous les points sont à 
égale distance des trois plans de coordonnées. — Si les dis- 
tances (III) sont égales entre elles , nous aurons entre les 
coordonnées du point {x',y ,z') les relations 

ar' Y^ z' 


sinX sin/x sinv^ 

ces équations représentent donc le lieu des points équi- 
distants des trois plans a: =: o, j = o et z = o ; ce lieu est une 
ligne droite ayant pour équations 

(IV) 


sinX sin/x sinv 

On trouverait facilement que les trois droites qui ont leurs ' 
points également éloignés des trois faces des trièdres OX' YZ, 
OXY'Z, OXYZ' sont représentées par les équations respec- 
tives 

X y z 


(V) 


— sinX 

sin/ui sinv 

• 

X 

r z 

sinX 

— sin|!x sinv 

X 

r ^ 

sinX 

sin|!x —sinv 


272. Angle de deux plans donnés par leurs équations (') 
Aa:-t-Bj4-Cz-f-D=:o, 'A'^-hBy4-C'z-»-D'=:o. 

Soient p et p' les perpendiculaires abaissées de l'origine sur 
ces plans ; a, (3, y et a', p', / les inclinaisons de ces perpendi- 
culaires sur les axes de coordonnées; nous avons évidem- 
ment 

A» -, B» C» 
cosa = — jj-î cosp=: rj-, cosy == r^? 


(*) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique^ 1875, t. LVÏI, p. aSi. 
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et 


COSa = — 


_ k'p' 


D' 


cosp'=-^. 


cosy 




Si nous substituons ces valeurs dans la relation (XX) du 
n° 2W, après avoir multiplié la première colonne par 

W 

et la première ligne par — — 7» cette relation deviendra 



DD'cose 
PP' 

A' B' C 



A 

I cosv cos/x 

( 


B 

cosv I cosA 



C 

cos/x cosX 1 


et donnera 



A' B' C 

,^, DD'A*cos0 

(5) pp^ — 

A I cosv cos/x 
B cosv I cosX 



C cos/x cosX ] 

i 


= K% 


en faisant par abrévation 


K'r= 


(6) 


AA' sin^X -h (BC' + CB') (cos/x cosv — cosX) 
BB' sin»fx -H (CA'-4- AC) (cosv cosi — cosjx) 
ce sin'v 4- (AB'-f-BA') (cosXcosjx-- cosv). 


Mais, en vertu de la formule (II), nous avons 

, DD'A' 


par suite nous obtenons, en substituant dans (5), 


cosô = 


HH'' 
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0U9 en remplaçant K, H et H' par leurs développements (6) 

et (4). 

AA'sln»X-»-(BC'-hCB')(cos|xcosv — cosX) 

4- BB' sînV-i- (CA'-t- AC) (cosv cosX — cos[j.) 

/,rwx r. ▼ H-CC sin»v4-(AB'-hBA')(cosX cosjtx— cosv] 

(VI) cose = 



V 


/ A* sin'X 4-2BC(cos/xcosv -- cosX) 
B* sin'|!x -f- 2CA(cosv cosX — - cos/i) 
C* sin*v -f-2AB(cosX cos/x— cosv) 


X -h 2BC(cos|:xcosv — cosX) 

fjt-l- 2CA(C0SV COSX — COSjx) 

V H-2AB(cosXcosfjt— cosv) 



273. Condition de perpendicularité de deux plans. — Elle 
s'obtient, en posant cosd = o dans Tégalité (5), et sera expri- 
mée par chacune des deux relations 


(VII) 


o 
A 
B 

C 


B' 


C 


A' 

I cosv COS/X 

cosv I cosX 

cos/x cosX i' 


= 0, 


(VIII) 


AA'sin^X 
BB' sin»fjt 
CC' sin»v 


(BC'-+- CB' ) (cos> cosv — cosX ) 
(CA'-h AC) (cosv cosX — - cosfx) 
(AB'-f-BA') (cosX cos/x — 'cosv) 


= 0, 


dont la dernière peut encore se mettre sous Tune ou l'autre 
des deux formes suivantes : 


A'[A sin'X 

(IX) {+B'[B sin> 

4-C'[C sin^v 


(X) 


B (cosXcos/x 
C (cos/xcosv 
A (cosv cosX 


A [A'sin^X -f-B'(cosXcosfjt 
B [B'sin'/x 4- C (cos/xcosv 
C [C'sin'v 4- A' (cosv cosX 


cosv)h-C (cosv cosX 
cosX) -f- A (cosX cos/x 
cos^)4-B (cos/xcosv 

cosv) -hC'(cpsv cosX 
cosX) 4-A'(cosX COS/x 

COS/x) 4-B'(cOS|XCOSV 


cos/a)] 
cosv)] 
cosX)] 


= 0, 


COS/x)] 

cosv)] 
cosX)]=o. 
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274. Plus courte distance des deux droites 

iAa:-f-B7 + C«-hD=o, 

^'^^ I A'^-f-B>-f.C'j5+D'=o; 

^ ^ i A-'ar + B-'j-f- C-'z-f- 0-^=0. 

Par chacune de ces droites menons un plan parallèle à 
l'autre droite ; nous obtenons ainsi les deux plans (IV) et (VU) 
des n*"* 263 et 265. 

Il est évident que la plus courte distance des deux droites 
(7) et (8) est égale, en valeur absolue, à la différence d — -d' 
des distances à l'origine S et d' des deux plans (IV) et (VII). 

Posons, pour abréger, 

(9) bc'—cb'=:X, ca' — ac' z= '\^, ab'—ba'=zO; 

les équations des deux plans (IV) et (VII) s'écriront (VI, 
n<»264) . 

XX -+- ifej H- Gz H- 00 = o, 

Xa? -M(î>7 -h Gz — CD' = o ; 
et nous aurons 

3 = -_=£_, e'= -®' 


dz s/X^-¥- ilb^^-t- C zt v^c)l>^-f- ift)>-f- e* 


Nous avons, par suite. 


(XI) d=$-6'=: 


(D-+-(Ç)' 


±: V^<A»^ H- ift)* -f- € 


.O.î 


où il reste à calculer (Q-hQ' et «A^'+ifl'-i-G^ en valeur des 

coefficients des équations (7) et (8) des deux droites données. 

En vertu des notations (n) et (12) des n<" 26&< et 265, nous 


a4o 

LlTkB 

m. 
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avons d'abord 







/ 

A 

B 

C D 


A 

B 

C 

o 

l 0E)-4-(D' = 

A' 
A' 

B' 
B" 

C w 

c o 

-h 

A' 

A" 

B' 

B" 

C 

C 

o 
D' 

I 

A" 

B* 

c 


A" 

B" 

c- 

D" 

(-0) l 

A 

B 

C D 

1 




1 

A' 

A" 

B' 
B" 

C D' 
C D" 

= A. 




\ 

A" 

B- 

C" D" 







Ensuite les valeurs (9) nous donnent 
^3_l- ^>4. G»= (bc' — cb'Y-\r [ca' — ac^j^H- [ab' — 6a')S 

0U9 en vertu de Tidentité de Lagrange (112), 

Mais par les égalités (n) du n® 26fc on a, en vertu de la 
même identité, 

a^^b^^c^ =(BC'-CB')'-h(CA'-AC')*-h(AB'-BA')» • 

= l A'-+. B* -+- C) (A'» -t- B'^ H- C») - ( AA' H- BB' -h CG')', 

a'^ ^ b'^ + c'^ = ( A'^'-h B-^-t- C') (A'^'^H- B'^'-h QT^) - (A"'A'^-h B"B"'h- Z'QTY, 

aa'-^bb'^cc'^ (AA" •+• BB" -4- CC") (A'A'"-h B'B^'^- C'G"') 
- (AA"'-+- BB'^-4- CC"') (A'A"h- B'B'-h C'C). 

Si nous substituons ces valeurs dans l'expression (11), puis 
le résultat de celle-ci ainsi que (10) dans la fraction (XI), nous 
obtiendrons pour la plus courte distance d la valeur 


(XII) rf = 



A 

B 

C 

D 



A' 

B' 

C 

D' 



A" 

B" 

C 

D'' 



A'" 

g/« 

C" 

D'" 




[(A» -hB^ -hC*) (A'^ h-B'^ -hC'^)-(AA' -hBB' -+-CC7] 
X [(A"-hB"h-C''*)(A'"^+B"'*h-C"") -(A''A"'4-B''B'"-h CC")'] 
_r (AA" + BB" -+- ce ) (A' A"' 4- B'B^'V C'C")"]^ 

I - ( AA"'-H BB'^H- CC") (A' A" 4- B/B" -^ C'C) J 
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Les deux droites (i) el (2) se couperont, si Ton a rf=: o, ce 
qui exige que A = o. Nous retrouvons ainsi la condition 
nécessaire et suffisante pour que les quatre plans (i) et (2) 
passent par un même point. 

§ VIII. — Application de l'identité de Lagrange au calcul 

DES distances DANS LA GÉOMÉTRIE DE l'eSPACE. 

275. L'identité 

où 

(2) A, = ^,r,— ^,^3, B,= c^ «, — «,£•„ €, = «,^, — ^,^3, 

que nous avons obtenue au n*" 112, peut se vérifier directement. Elle a 
de nombreuses applications dans plusieurs branches des Mathématiques. 
Nous en ferons usage pour déterminer, en Géométrie analytique, les 
distances du point à la droite et au plan, ainsi que la plus courte dis- 
tance de deux droites. 

Cette application est fort ingénieuse ; elle est surtout remarquable par 
sa grande simplicité. Nous en devons la communication à Tobligeance de 
M. Hermite. Elle repose sur la solution des deux questions suivantes, 
que nous résoudrons, en nous conformant à la méthode indiquée par 
l'habile et profond analyste. 

276. Problème I. ~ Déterminer la valeur de x qui rend minima la 
somme des trois carrés 

(3) S''=^[ax-^a'Y-^{bx-\-b'Y-^(cx-^c')\ 

et calculer la valeur de ce minimum. 

Dans ridentité (i) posons 

tf, = «, a^— ax -{- a\ 
b^ — ô, b^= bx -h b\ 
c^ -~ Cy c^ = ex ■+• c\ 

Nous aurons, eu égard à (2), 

A, = ^1^2— ^1^2= b{cx -^ c') — c{bx -^ b') = bc'—cb', 
DofiTOB. — Déterm, iG 
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et, en général, en supprimant les indices dans Ap B^, Cp 

(4) A = bc''-cb', B = ca'-'ac', C^ab'—ba'. 
Nous trouverons de même que 

a, ûj -h ^j ^2 -h Cj r, = {à*-\- b^-{- c^)x -h aa' h- bb'-h ce'. 

Si nous substituons ces expressions dans notre identité (i), elle de- 
viendra 

{a^^ b'-h c')S'^ A'-hB'-i-C'-^ [{a'-h b'-h c')x -i- aa'-^ bb'^ cc']\ 

et donnera 

A^-f-B'H-C . \{a'^b'-^c')x^aa'-^bb'-i-cc'y 
~" a^-h b^-h c^ d^-v b^-h c^ 

Ce développement de S' se compose de deux parties positives, Tune 
constante et l'autre variable ; par suite S' atteindra son minimum lorsque 
là partie variable se réduira à zéro. 

Nous en concluons que la valeur 

. _^ aa' -h- bb' -^ ce' 

(^' '^~~ à'-r-b^-r-C^ 

rend minima la somme des trois carrés (3), et que la valeur de ce mi- 
nimum est •- 

, A'-f- B^-i- C^ _ (bc'-cb'Y-^ {ca'-~ ac'Y-^ (ab'— ba'Y 
(") ^ ~ a'-^b^-r-c' ~ a'-r-b'-t-c^ 

277. Problème II. — Déterminer les valeurs de x et y qui rendent 
minima la somme des trois carrés 

(5) S'= (ax-\-a'jr-^a''Y-h{bx-^b'jr-hb"Y-^{cx-i-cy-^c'y, 

et calculer ce minimum. 

Dans l'identité (i) nous poserons 

a^ — b'c — cb'^ a^~ ax-\- a'y-^ a", 
b^ — ca'— ac\ b^^bx -\- b'y -+- b"^ 
Cj = ab' — ba\ c^~ ex -^ c'y -j- c", 

et nous conserverons les notations (4)» 
Nous aurons d'abord 

(6) «,^,H-^^-^<^,c, 

==(Afl-HB^»-HCc)^+{Afl'-f-Bô^-Cc')j-HAa*'-+-Bé"-+-Cc'. 
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Or il est évident, par Tinspection de (4), que, dans le coefficient 
A<2-+- B6 -h Ce de x, les expressions A, B, C sont les déterminants mi- 
neurs des éléments de la première ligne du déterminant 


\ a b c 
abc 
a' b' c' 


par suite le coefficient de a: est égal à ce déterminant et s'annule. On 
verrait de même que le coefficient Aa'-h Bb'-+- Ce' de/ se réduit aussi 
à zéro. Quant au troisième terme Xa"-\- Bb"-h Ce", il est facile de voir 
qu'il est égal au déterminant [ab'c"). 
Nous pouvons donc écrire 


(7) 


(8) 


Afl -+- Bô 4- Ce = G, Aa'-h Bb'-^ Ce = o. 


Afl"-hB^"-hCc" 


a 


a 


b' e' 


a" b" c" 


= A 


de sort'3 que l'égalité (6) revient à la suivante : 


(9) 


a^ a^ -\-b^b^^ e, e^ = A. 


On trouve ensuite que 

b^c^ — c^b^ = B{ex h- c'jh- e") —C(bx -+- b'f-h b"), 

_ ^ e^a^~ a^c^ = C [ax -h a*y-\- a") — A (c j7 -h .e'y -+- e"), 

a,b^— b,a^= k[bx -t- b' x-^ b" ) -B[ax-^ a'y-^ a"). 

» 

Si nous substituons ces valeurs et celle donnée par (9) dans l'iden- 
tité (i), elle deviendra 

(A'-f-B^-i- C^) A-^ = A^-f- [A(^j7H-^'/-4- b")--B[ax -+- c^y -+- a")Y 

-f- [B [ex -f- e' j-4- c") — C [bx -+- b'y -+- b")Y 
-r-[C[aX'r-b'x-^ a") — k[cx -^ e' y -^ c")\\ 

Le second membre se compose de quatre carrés, dont le premier esl 
constant et dont les trois derniers sont variables; par suite, il atteindra 
son minimum^ si les trois carrés variables s'annulent; donc le minimum 
de s^ est 


(III) 


s- = 


A='~hB^-t-G^ 


16, 
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et les valeurs de x et /, qui fournissent ce minimum, sont données par 
les deux équations 


(10) 


ax ->r- a'y-^ a" bx -+- h* y -{- b" ex -h c'y -h c* 


B 


278. On obtient de suite la valeur commune k de ces trois rapports, 
en multipliant les deux termes de ces fractions respectivement par A,B, C> 
et en ajoutant les numérateurs ainsi que les dénominateurs. On trouve 
de la sorte, en tenant compte des égalités (7) et (8), que 


A = 


B' 


= J^ 


Nos égalités (10) nous fournissent ainsi les trois équations 


(>') 


) 


ax -+- a'y -ha" — A *' = o, 
bx -H b'yrhb' —1^5^=0, 
ex -+- c'y -i- c" — C f * ■= o, 


desquelles il sera facile de tirer les valeurs de x et /. 

Pour avoir la valeur de x, nous multiplierons les équations (11) res- 
pectivement par V (^ — c'b"^ da"— a'e"^ a'b"— b'af et nous ajouterons: 
le coefficient de x, dans le résultat, sera (équation 8) 

a[b' e" -c'I/') -h b[c'a" — a' e") -¥• e[a! b" -^ b'a")^ ùi-, 

celui de y deviendra nul, pendant que le terme connu se réduira au pro- 
duit de — j^ par • « 

A a' a" 

X[b'c"—c'b") -H B(c'a"-hfl'c^) H- C [a' b" - b' oT) -^ 


B b' b" 
C c' e" 


^' 


AA. 


Nous avons par suite Ax — ^'A, = Ax — ^ — ^r — ni = o» d'où nous 
tirons 


(IV) 


en observant que 


X ~ - 


A a" a' 
B b" b' 
C c" c' 


k a a' 
k b b' 
C c c' 


A'-f-B'-+-C'-A(6c'-cft')-f-B(c/i'-«c) -h C(tf^'~Aû') = 


k a a' \ 
B b b' 


c c 
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On trouverait semblablement que 
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(V) 


r=- 


A a a" 
B b b" 


A a a' 
B b b' 


279. Distance da point P [jc^yy, ^) à la droite 

(la) x = az-{-py jr=Abz-\-q.. 

Désignons par x, y^ z les coordonnées d'un point quelconque M de 
cette droite ; la distance PM = D des deux points P et M sera 

D2=:{^_x')^-H(7-y)'-f-(z-z')=' 

pour des axes rectangulaires ; mais, le point M appartenant à la droite (12), 
on peut remplacer x ^\,y par leurs valeurs (12), ce qui donne 

La valeur minima de D sera la distance demandée d. 

Pour obtenir cette valeur, il nous suffira d'identifier cette expression 
avec celle (3) de S\ Pour cela, dans (3), nous remplacerons x par z et 
nous poserons 

c = i, a' = p — x', b'—ç—y, c'=-'Z'f 

ce qui transformera les valeurs ( 4 ) dans les suivantes : 

X=y-^bz'—q, B = —x'-^az'-^py C = b(x'-~p) — a(y-^q), 

La distance d du point P à la droite (12) est donc, en vertu de la for- 
mule (U), 


(VI) d" 


_ (x'-ad~py-^(r'-bz'-qY+[b(x'^p) - a (/- q)Y 


a' 


et le z de l'extrémité de cette longueur sera, eu égard à (I), 

ax! -¥ by-i- z'~- [ap-\-bq) 


(vn) 


Z = 


fl^-h ^'-hl 


280. Distance da point P (x',y, z') au plan 

(i3) ax -^- bf -\- cz-^ d — o. 

Désignons par x^y^ z les coordonnées d'un point quelconque M du 
plan (i3); la distance PM = D des deux points P et M sera donnée par 
la formule 

i)^=[x-x'Y-^[y-^yy^[z-z')\ 
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pour des coordonnées orthogonales. Mais, le point M appartenant au 
plan (i3), on pourra remplacer z par sa valeur en fonction de x et^, 
que fournit Téquation (i3) et qui est 


en posant 


Il vient ainsi 


a b d 
z = X r = ma: -4- nr -t-/^, 


a b a 

/// = ) « = j 1? = • 

c c "^ c 


La valeur minima de D sera la distance cherchée d. 

Pour obtenir cette valeur nous n'avons qu'à identifier cette expression 
avec celle (5) de S', en posant 


a = i^ b =0, 
«' = o, Z>' = I , 

a"=. —x' b"= — 


c = m. 


n. 


y, c''=-'z' 


Ces hypothèses changent les valeurs (4) dans les suivantes : 


A^—nij B = — /2, C = i, 


de sorte que 


A'-i-B'-^C'=^m'-^n'-hi = -^(a'-i-b'-^c'), 


pendant que le déterminant ( 8 ) ou A devient 


10 m 

CI n 

' / # / 

I — X — jr r—Z-hp 


mx'-r-ny-{-p-—z'= {ax'-i-by-}-cz'-^d). 


La distance d du point P au plan (i3) est donc, en vertu de la for- 
mule (III), 

fl.r'-f- by-h cz'-h d 


(VI) 


d= 


\Ja^ -\-b'^-\- c^ 


Les .r et j de l'extrémité de cette longueur sont fournies par les for- 
mules (IV) et (V). 
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285. Plus courte distance des deux droites ^ ^ / 

('4) 


abc 


X—p jr—q' z — r^ 


- — — = — z=. U , » 

a b c 

La distance D du point M (x, j, z) de la première droite au point M' (^', y\ z') 
de la seconde est donnée par la formule 

Remplaçons ces coordonnées par leurs valeurs, tirées de (i4) en fonc- 
tion de u et u'y 

X ^:^au -\~ p^ y ^ bu ^- q^ z-~cu-\-r^ 
x--a^u'-^p\ y--b'u'-\-q\ t! ~di£-^i^\ 

nous aurons 

D- = [au - flV-+- /?— /?')=^-4- [hu - b'u'-^ q - qj-^ [cu~c'u'-\- r—r")'. 

Pour que cette expression soit identique avec (5), il nous suffira de 
remplacer dans cette dernière x et j par u et u\ a , b\ c'par — a'^ — b\ — c' 
et de poser en outre 

a" = p—p\ h":^q — q', c"^r — r'. 

Nous aurons ainsi 

k= — [bc'-cb'), B=:— (ca'-ûc'), Ç.^-[ay—ba') 
et ^ ' 

A = {p-p') (bc' — cb') -i- [q - q^) [ca'— ac') -h [r- r') [ab' - ba'], 
La plus courte distance des deux droites (i4) sera donc 

[(bc'-cb'){p-p')-^{ca'-ac'){q-q')-^{ab'~ba')(r-r^)Y 

^ ^ (bc — cb'y-^ [ca - ac' )^-t- [ab' — ba'Y 
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CHAPITRE IV. 

LE TÉTRAÈDRE. 


§ I. Propriétés du tétraèdre. — § II. Expressions diverses du Tolume du té- 
traèdre. — § III. Expressions diverses du rayon de la sphère circonscrite 
au tétlràèdre. — § lY. Rayon de la sphère inscrite dans le tétraèdre. — 
§ Y. Tétraèdre circonscriptible par les arêtes. — § VI. Tétraèdre équifacial. 
— § YII. Tétraèdre à arêtes opposées rectangulaires. 


§ I. — Propriétés du tétraèdre. 

282. Notations. — Considérons le tétraèdre SABC [Jig. lo). 
Nous représenterons par a, 6, c les trois arêtes SA, SB, SC 
issues du sommet S et par X, /x, v les inclinaisons mutuelles 
BSC, CSA, ASB de ces arêtes. En outre, nous désignerons par 



>', |x', v' les inclinaisons des mêmes arêtes a, 6, c sur les 
faces opposées SBC, SCA, SAB du tétraèdre, et par a', 6', d 
les trois autres arêtes BC, CA, AB respectivement opposées 
aux premières. Nous indiquerons d'ailleurs par a, p, y les 
angles que forment entre elles les arêtes opposées a et a'y 
b et ^', c et c' et par S, A, B, C les fôces triangulaires ABC, 
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SBCySCÂySABdu tétraèdre, qui sont respectivement opposées 
aux sommets qui portent les mêmes lettres. 

Si nous récapitulons ces notations, nous voyons que 

l'arête SA = «, SB = ô, SC = c; 

l'arête BC = «', CA = b\ AB = c'; 

l'angle plan ESC = X, l'angle CSA = p, l'angle ASB = v ; 

l'angle (SA, SBC) = V, l'angle (SB, SCA) = p, l'angle (SC, SAB) = v'; 

l'angle (SA, BC) = a, l'angle (SB, CA) = 6, l'angle (SC, AB) = 7; 

la face ABC = S, la face SBC = A, SCA = B, SAC = C. 

Nous aurons toujours soin de désigner chaque angle dièdre 
du tétraèdre par la lettre qui représente l'arête d'intersection 
des deux faces du dièdre. 

283. Théorème I. — Dans tout tétraèdre, le double produit 
de deux arêtes opposées par le cosinus de leur inclinaison 
mutuelle est égal à la somme des carrés de deux arêtes oppo- 
sées, diminuée de la somme des carrés des arêtes opposées 
restantes ('). 

Projetons la ligne brisée CSAB [fig. 10) sur l'arête CB, nous, 
obtenons Tégalité 

es cosSCB -h SA cosa + AB cos ABC = BC, 

ou 

c cosSCB H- a cosa + c' cos ABC = a ; 

nous en tirons 

a cosa z=:d — c cosSCB — c' cos ABC, 

et, en multipliant par 2a', 

(i) 2ûa'cosa = 2a''— aca' cosSCB— ^c' a! cos ABC. 

Mais les deux triangles SBC, ABC donnent 

é» — c» -+- a""— %c a' cos SCB, 
b'^^ d'-\-à!^— 2 c'a' cos ABC 


(*) D08TOR, Nouvelles Annales de l^gtthématiqueSy 2* série, 1867, t. VI, p. 452 
- Archives de Mathématiques et de Physique, 1875, t. LVlï, p. i38. 
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et, par suite^ 

a"~ 2c a' cosSCB — 6' — c\ 

a'^— ac'û'cosABC— ft'ï— c'\ 

Substituant ces valeurs dans Tégaliié (i) et concluant par 
analogie, on obtient les trois relations 

I^aa' cosa ■==: b^ -h &'» — c^ — c'\ 
2 66' COS P rr- c' -f- c'' — «^ — rt '^ 
arc'cosy ~a^-f a''— 6'— b'\ 

284. CoroUaire. — Ajoutons ces trois égalités membres à 
membres, nous en déduisons la relation 

(II) aa' cosa -+- 66' cos(3 h- ce' cosy =■ o, 

qui prouve que des trois angles a, j3, y Vun au moins est aigu 
et Vun au moins est obtus, et que, si deux de ces angles sont 
droits y le troisième l'est aussi. 

285. Théorème II. — Dans tout tétraèdre, la projection d'une arête 
sur l'arête opposée est égale à la différence des projections de deux 
arêtes, adjacentes d'un même côté à la première arête, sur la même 
arête opposée. 

Dans la relation 

aflû'cosa = b^ -\- b"^ — c^ — c'^, 

remplaçons 6'* et c'* par les valeurs 

i''= c'-hâ^— acrtcos/x et c'^=^a'^-hb^ — 2fl6cosv, 

que fournissent les deux triangles SCA et SAB ; elle devient 

2flrt'cosa ~ nab cosy — acacosp. 

On en tire, en divisant par ia, puis par analogie, 

I a' cosa = 6 cosv — c cosp, 
6'cosP =~ c ces). — a cosv, 
c'cosy — acos^f.— bcos'k. 

286. Corollaire. — Multiplions ces trois égalités respectivement par 
cos>, cosfA, cosv et ajoutons les équations résultantes; nous obtenons la 
relation remarquable 

(IV) a' cosa cosX -{- 6'cosp cospt H- c'cos7 cosv = o. 
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287. Théorème III. — Dans tout tétraèdre^ chaque face est égale à 
la somme des produits qiûon obtient y eit multipliant chacune des trois 
autres faces par le cosinus de son inclinaison sur la première face. 

En effet, chaque face est égale à la somme des projections sur elle des 
trois autres faces; or les projections des trois faces A, B, G sur la face S 
sont respectivement 

Acosa', Bcos^', Ccosc'; 

on a donc 

S = Acos«'h-Bcos^'-hCcosc'. 

288. Relation entre les six angles dièdres d'un tétraèdre. — 

D'après le théorème précédent, nous avons • 

— S -h Acosrt'-i- Bcos^'h- Ccosc'=: G, 
Scos«'— A -f- Bcosc H- Gcos^ = o, 
Scosè'-+- Acosc ~ B H- Ccosa = o, 
S cosc' -f- A cosè -f- B cosfl — G = o. 


{*) 


Éliminant les trois faces A, JB^C entre ces quatre équations, nous y 
obtenons la relation cherchée J. 




r- ' 


(V) 


— I cosa' cos^' cosc' 

cosût' — I cosc cosè 

co^b' cosc — I cosû 

cosc' COS^ COSfl — I 


= o, 


dont le développement est 


(VI) 


sin*«cos'fl'-f- a(cos^ cosc ~\- cos<î) cos^'cbsc' 
sin'^ cos*6'-T- 2 (cosc cos« h- cos^) cosc' cos«' 
sin'c cos^c' H- 2(cos« cos^ -\- cosc) cos«' cos^' 
= I — cos'fl -— cos'^ — cos'c — 2 cosfl cosè cosc. 


289. Théorème IV. — Dans tout tétraèdre, le carré de cJiaque face 
est égal à la somme des carrés des trois autres faces, diminuée de la 
somme des doubles produits quon obtient en multipliant deux quelconques 
de ces faces par le cosinus du dièdre compris. 

Les quatre équations (2) peuvent se mettre sous la forme 

S — A cosa'—B cosZ>'— G cosc'— o, 

A — B cosc — G cos^— Scosflf'— o.cosè'— o.cosc'= o, 
B — G cosa — Acosc — ccosa'— ScosZ>'— o.cosc'— o, 
G — A cos^ — B cosfl — o.cos«'— o.cos^'— Scosc'= o; 
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si nous éliminons les trois quantités — cosa\ — cos^, 
ces quatre équations, nous obtenons la relation 


cosc' entre 


(VH) 


S ABC 

A — Fcosc-— Ccos^ S o o 

B — Ccosû — Acosc o S o 

C — Acos^— Bcosrt o o S 


= o, 


qui, étant développée, revient à 

(Vni) S' = A'-f- B'-H C— aBCcosfl — aCA cosô — aAB cosc. 

290. Théorème V. — lèans tout tétraèdre, les faces sont entre elles 
comme les sinus des suppléments des trièdres opposés (*). 

Dans les équations fondamentales (2) nous pouvons considérer comme 
inconnus le dièdre a' et les deux faces non adjacentes B et C. Pour éli- 
miner ces quantités entre les quatre équations (a), nous mettrons celles- 
ci sous la forme 


S -+-0 H-A(— COSû')-HCOS^'(— B)-4-C0Sc'(— C) 

-0, 

-hA -+-S(— COS«') -4-0080 (—B) -t-COS^ (—C) 

-0, 

Scos^'— Acosc -h o(--cosû')— (— B) -hcosa (— C) 

= 0, 

Scosc' — Acosô-h (—cosfl') -hcosfl ( — B)— (— C) 

= 0. 


Comme elles sont compatibles, le déterminant par rapport aux trois 
inconnues — cosa', — B, — C est nul. Nous obtenons ainsi la relation 


S-+-0 
o -h A 

ScosA'— Acosc 
Scosc' — Acos6 


A cosô' cosc' 

S cosc Qosb 

o — I cos« 

o COSfl — I 


— o. 


qui, par la décomposition du premier membre en deux déterminants, 
peut s'écrire 


S A cos^' cosc' 


A cosô' cosc' 


S cosc cosô 
— Scos^' — î cosa 

-H 

A S cosc cosô 
— A cosc —I cos« 

0. 

— S cosc' COSfl —I 

* 

— Acos^ cosa —I 


Dans chacun de ces deux déterminants, nous pouvons intervertir les 


(*) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique^ 1875, t. LVII, p. i/Ji- 
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deux premières colonnes, après avoir divisé la première colonne de l'un 
par S et de Tautre par A ; il nous vient, en intervertissant aussi les deux 
premières lignes dans le premier déterminant résultant 


— S 


S 

o 

cos<r 

cosb 


A 

o 

cosb' 

cosc' 

A 

o 

— I 
cosb' 

cosb' 

— I 

cosc' 
cosa 

-hA 

S 



— I 

cosc 

cosc 
— I 

cosb 
cosa 

o 

cosc' 

cosa 

— I 


o 

cosb 

cosa 

— I 


= o. 


Développons suivant les éléments de la première' colonne chacun de 
ces deux déterminants que nous représenterons par ^s, ^a; nous aurons 


-SA8 = -S' 


AA. = A 


— I cosb' cosc' 
cosb' — I COSÛ 
cosc' cosa — I 

— I cosc cos^ 
cosc — T cosa 
cosb cosa — I 


o cosc cos^ 
-+- S.A cos^' —I cosa 
cosc' cosa — I 

o cos6' cosc' 
S. A cosc —I cosa 
cosb cosa — I 


Or le facteur de — S. A ne diffère de celui de + S.A que par le chan- 
gement des lignes en colonnes et des colonnes en lignes ; par suite ils 
sont égaux. On a donc l'égalité 


-S' 


— I cos^' cosc' 
cos^' — I cosa 
cosc' cosa — I 


H-A= 


— I cosc cosb 
cosc —I cosa 
cosb cosa — I 


= o. 


Mais le coefficient de S' est le carré du sinus du supplément du trièdre 
en A (236), sinus que nous pouvons représenter par sin(A'); de même 
le coefficient de — A' est le carré du supplément du trièdre en S; par 

suite il vient 

S'sin*(A')-A'sin'{S') = o; 

donc on a 

.^. _S A _ B ^ C 

^^^^ . sin(S')""sin(A')~sin(B') sin(C')' 

291. Somme des carrés des quatre faces en valeur des produits 
des arêtes opposées et des sinus des angles compris entre ces 
arêtes (*). — Par le sommet C (/%'. ii) menons le plan CC'A' perpen- 


(*) DoBTOR, Archives de Mathématiques et de Physique^ 1876, t. LVII, p. i^S. 


254 LIVRE III. — CHAPITRE IV. 

diculaire à Tarète SA; par le sommet B tirons les droites BB\ BÂ\ Tune 
perpendiculaire et l'autre parallèle à la même arête SA; puis menons la 
droite CA' qui sera perpendiculaire à BA'. 

Fig. II. 



Dans le triangle A'CC nous avons 

A'C'=CC''-hA'C''-2CC'.A'C'.cosCC'A'; 


or 


A'C =-BCsinCBA'--:'û'sina, 
ce =CSsinCSG'==c sinf*, 
A'C = BB'= BS sinBSA = b sinv, 
cosCC'A'= cosa; 


par suite nous obtenons 

a'^sin^a = c^sin*/x 
et, en multipliant par a^, 
flr'fl'^sin'a = c^âf'sin'p 


^*sin'v — acsinpt.ôsinv.coséar. 


a^b^ sin' v — ^casïnii.ab sin v . cos a 


Mais 

donc il vient 

(X) 


casinfji = aB, ûôsinv = aC; 


«'fl'^sin'a = 4B'-h 4C'— 8BCcos«. 


Nous aurions de même 


(XI) 


«V^sin^a = 4A'-f- 4S'- SAScosa'. 


Nous trouvons ainsi les valeurs des dièdres a et a', 


(XII) 


^^^^== 8BC ' 

, 4A=-h4S'— «V/'^sin'a 
COS.-. 3^g 
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Ajoutons les trois égalités 


4B'-^ 4C'— 8BC cosa = a^a" sin^a, 
4C'-4-4A'-8CAcos^= ^'^»'^sin'P, 
4A'-h 4B2— 8ABC0SC = c^ c'' sin'7 

membres à membres et avec Tégalité (VIII du n** 289) 

4S'-: 4A'-^ 4B'-}- 4C'-'8BCcosa-- 8CAcos6- SABcosc, 
nous obtenons la relation remarquable 

(XIII) 4(A'-^- B^-{- C=^-+- S^) = û^a'^sin^a -h ù'^b'^sm^^ -h ^'c'^^sin'-'v. 


§ II. — Expressions diverses du volume du tétraèdre. 

292. Volume du tétraèdre en valeur de trois arêtes con- 
tiguës, de Tangle de deux de ces arêtes et de Tinclinaison 
de la troisième arête sur le plan des deux premières. — Du 
sommet C [Jig, 12) abaissons sur le plan de la face opposée 



SAB la perpendiculaire CD. Le volume du tétraèdre sera 

V=:iSAB.CD. 
Or la surface du triangle SAB est égale à 

ISA . SB . sin ASB ~ jaft sin v, 
et par le triangle rectangle SCD on a la hauteur 


CDr±SCsinCSD 


csinv'; 
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il vient donc, en substituant, 

(I) V=7a6csinvsinv'. 

En désignant par A le sinus du trièdre en S, nous avons 
trouvé (233) que 

sin V sinv'= A = v^i — cos'X — cos'/z — cos'v -+- 2 cosX cos/x cosv; 
par conséquent nous avons 


(U) 


=- abc ^i — cos*X — cos'/jt — cos*v -h 2 cosX cos/zcos]/. 


Ainsi, le volume du tétraèdre est égal au sixième du pro- 
duit de trois arêtes contiguês^ multiplié par le sinus du trièdre 
formé par ces trois arêtes. 

293. Expression en déterminant du volnme du tétraèdre en va- 
lenr de trois arêtes contiguës a, b, c et des inclinaisons mutuelles 
X, p, V de ces arêtes. — Dans l'égalité 36 V'» a^b^c^^\ remplaçons A' 
par son expression (VI) en déterminant du n® 232; nous avons 


36V» = fl'^'c' 


I cosv COS/i 

cosv I cosX 
cos/i cosX I 


Multiplions respectivement par a, 6, c d'abord les trois lignes, 
puis les trois colonnes; le déterminant sera multiplié par le produit 
a.b.cxa,b,c = à^b^c^ ; par suite, si nous divisons hors barres par £i*^V, 
la valeur du second membre de l'égalité précédente n^ sera pas altérée, 
et il viendra encore 

a^ ab CO8V racosp 

36 V'— fl^cosv b^ bc cosl 

cacosik bc cos'k c* 


(ffl) 


294. Expression développée du volume du tétraèdre en valeur 
des six arêtes a et a\ b et b', c et c', opposées deux à deux. — Dans 
le déterminant précédent (III) multiplions les trois lignes par 2, puis 
mettons-y les valeurs 

2 bc cosX = 6' -f- c' — û", 

(i) { 2cacosii.= c^-ha* — b'^, 

2fl^cosv = a'-i- 6'-^c", 
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que fournissent les trois triangles SBC, SGA, SAB; ce déterminant de- 
vient 


288 V' = 


^ï-c'» c'^a'-^b" 


?- 
iV 


n «2 


a' 


b'^ b^^c'-a' 


ic- 


Si nous développons le second membre par la règle de Sarrus (5â), 
nous obtenons 

288V*=8fl»6'c'-+-2(6*-+-c'-a'»)(c*-+-«*-6")(a'-h6'-c'*) 
et, en effectuant, 


(IV) 


^ b^b"'[c^ -\-c'' -ha^-ha'^-^b^ -- b'^) 
-H c'c" [a^^t^^-h b'-i-b"- c^ - c") 
_ fl»6'c'- a'b'^c'^-^ b^c"a'*- àd''b'\ 


295. Expression en déterminant du yolume dn tétraèdre en ya- 
leur des six arêtes a et a', b et b\ c et c', opposées denz à denz. — 
Dans le déterminant (III) changeons les signes des trois lignes, puis rem- 
plaçons le déterminant résultant par un déterminant équivalent du 
cinquième ordre; nous pouvons écrire 


288 V'=- 


I 











I 

a^ 

b^ 

r» 

à" 



— 2fl» 

— 2ab cosv 

— 2C«C0SfA 

b' 



— 2â6cOSV 

-26» 

— a^ccos^ 

c" 



— 2cacospi 

— 2&CC0S^ 

— 2C* 



I 







I 



a" 

b^ 

c' 



«» 

— 20» 

— 2a&cosv 

— 2faC0Sf* 



b-" 

— 2a6c0SV 

-2^' 

— 2 6cC0S^ 



à 

— 2C<lC0Sf* 

— 2 6ccosX 

— 2C» 


Dans le premier déterminant on a interverti Tordre des deux premières 
colonnes. 
Si, dans ce dernier déterminant, nous substituons les valeurs (i),nous 

DoftTOR. — Déterm, 17 
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obtiendrons 


01 • 


10 û' b^ c" 

288 V' = 

à} -2û» c'» a^^b" b'^ c" a" 


h" c'^-^a' h" ib" d^ b" à 


c" bf^ c' a' a'' b' c' ic' 

Ajoutons d'abord la seconde ligne à chacune des trois suivantes. 


010 



10 a^ b^ c^ 


a88 V - 

I a^ a' c'* a^ b'^ a^ 
, h'' c'^-b^ -b^ a"--b' 

■ 



J c» b'^-c' a'^^c^ -c' 



Si actuellement nous ajoutons la seconde colonne à chacune des trois 
suivantes, nous trouverons Texpression demandée 


(V) 


288 V' = 




I 

I 

I 

1 

I 



a^ 

b' 

c^ 

I 

'«' 



c'» 

b' 

I 

b^ 

d' 



a'^ 

I 

c* 

b" 

a'^ 




296. Surface de la base d un tétraèdre en valeur des trois arêtes 
latérales et de leurs inclinaisons mutuelles. — Les trois côtés de la 
face ABCifig. 14 ) étant BC = «',CA= b', AB = c', 



la surface S de ce triangle est donnée par la formule ( 204 ] 


i6S^=- 




I 

I 

I 




I 

I 

I 

I 



c" 

b' 


I 



c'^ 

-^ 

I 

c'' 



a" 


I 

-c'» 

. 

— a 

I 

b" 

«'^ 




I 

"b" 

-a" 




.n 
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OÙ le second déterminant a été déduit du premier, en y multipliant 
par — I d'abord la première ligne , puis les trois dernières colonne9 ré- 
sultantes. 

Dans le dernier déterminant , remplaçons a'^, 6'% c'^ par leurs yalems 
tirées des égalités (i) du n"* 294 ; nous aurons 


i6S^=- 


I ' .^o I I 

I o a^^cosv — rt' — b^ ac/icoS|x — c' — a^ 

I 2âr6cosv — a^—b^ o aôccosX — ^* — c' 

I 2cacospi — c^ — û* ibcGoi\ — 6' — c* o 


Multiplions la première ligne successivement par a^ b^^ c^^ et ajoutons 
les résultats respectivement aux trois autres lignes ; il nous vient 

fT^ -^oj I I 

2 ab'(iQ^ V— b' ica cos /x — c* 


i6S' = 


o 


i 2^6 cos V — a' b^ 

I 2cacosp — a^ a^ccosX — ^' 


a^ccosX — c' 


Multiplions maintenant la première colonne successivement par a^^ ^% c' 
et ajoutons le résultat aux trois dernières colonnes; nous trouvons que 


i6S' = - 


1 I I 

I' a«' ^^ércosv 2câ:cosu 

1 2<Z^C0SV lb^ 2&CC0SV 

I icaco^i». ibc cosl ic 


Multiplions en&n par 2 la première ligne , puis divisons par 2 les trois 
dernières lignes résultantes; le déterminant sera divisé par 2^ : 2 = 4- 
Nous obtenons ainsi l'expression demandée 


(VI) 


48''=- 


o 
I 
I 
I 


ab cosv 
cacos/i 


ab cosv 

b^ 
bc cosX 


racosjx 
bc cosX 

>.2 


dont le développement est 

4S^=^V'sinn 

-h c'a^sin^jx 
a*6^sin*v 


.0 j • 


2«*àc (cos fx cosv —- cosX) 
%b^ca[ cosv cos). — cos pt) 
^c^ab( cos A cos f* — • cosv ) . 

Nous avons donné cette expression ( YI] dans les Archives de Mathé- 
matiques et de Physique, 1876, t. LVII, p. i53. 

^7. 


C-?' Ct'r. • C- 
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297. Surface du triangle déterminé par Tintersection d'nn plan 
(2) Ax-hB^-hC«-t-D = o 

arec les trois plans de coordonnées. — Prenons le sommet S pour 
origine des coordonnées et les trois arêtes latérales SA^SB^SC pour axes 
des x,7, z; nous aurons 


(3) 


A H Cl 


Cela étant, dans le déterminant (VI), divisons d*abord les trois der- 
nières lignes, puis les trois dernières colonnes respectivement para, b,c\ 
nous aurons divisé le déterminant (VI) par le produit a^b'c', de sorte 
qu*il nous viendra 






I 
a 

1 

b 

I 
c 

4S^ = 

— a'b'c'' 

I 
a 

I 

COSV 

COSfA 



I 

b 

COSv 

I 

cosX 



I 
c 

COSfl 

cos^ 

I 


Si nous multiplions la première ligne et la première colonne par — D, 
que nous divisions hors barres par D% et que dans le résultat nous rem- 
placions , — T î par leurs équivalents ^ A, B, C tirés de (3), 

nous trouverons l'expression 

o A 

A I 

B cosv 


(VU) 


48''= 


D* 


A='B='C 


B C 

cosv COS/x 
I COS>^ 


c cos/x cosX 


pour le quadruple carré de la surface du triangle que déterminent les 
trois plans de coordonnées sur le plan ( a ). 

297 bis. Expression en déterminant de la surface du 
triangle, en valeur des coordonnées dans Fespace de ses trois 
sommets ('). — i"* Supposons d*abord que le sommet A du 
triangle ABC soit situé à l'origine des coordonnées et soient 


(*) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Phjrsique, 1876, t. LVUI, p. 389. 
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.r,, j,, z,; x^y j2, Zi les coordonnées des deux autres sommets 
B et C. Si nous désignons par S la surface du triangle, et par 
6 et <? les côtés AC et AB qui sont opposés aux sommets B 
et Cy il nous viendra de suite 


4S'— h^c" sin'A = 6'c»— h^d" cos^4, 


ou 

(4) 


4S^^ 


c' ftccosA 
hccosA é' 


Représentons par a,, (3,, y, et a^, p,, y/les inclinaisons des 
deux côtés AB et AC sur les axes de coordonnées, supposés 
rectangulaires, nous aurons 

Xi = c cosat, ^1=3: c cosp,, Z|=:CCOSy,, 
Xi=bcoscc2j j2=6cos(3„ ^j^irécosy,; 

et, comme 

cosA=r cosa, cosa^-f- cos(3, cos^j-h cosy, cosy,, 
il vient, en multipliant par bc, puis en substituant, 

fcccosA = ;r, 0:2-1-/1/2-1- Zi 22. 
On sait d'ailleurs que 

e»= x] -h jî -f- z], b'= x\ -4- Y\ -^ s^ ; 


donc on obtient, en mettant ces valeurs dans Tégalité (4). 

Xx ^2 -i- Ji J2 -f- Zx 2a :r5 -I- J^î -f- zj 


(5) 4S^ = 


Il n'est pas inutile de remarquer (112) que ce déterminant est la 
somme des carrés des trois déterminants qui sont compris dans le déter- 
minant multiple 

^7 Xt «î 

et qui expriment les doubles projections de la surface du triangle ABC 
sur les trois plans de coordonnées. 


2** Transportons actuellement Torigine des coordonnées en 


a6a 
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un point quelconque de l'espace dont les coordonnées sont 
— ^> —y» —'8; et soient jr', j', z'\ x"y y"- y z" les nouvelles 
coordonnées des deux sommets B et C; les coordonnées du 
point A p&r rapport à la nouvelle origine sont x, y, z. 
Cela fait, nous avons 

Xt=:x'--X, /,=/— 7, Z^ = Z' — Z, 
X^=x"'-Xy y^=f^y^ z^=z''—z\ 

d*où nous tirons 

= (x»4-/-h- 2») -h (j?"»+ f-^ z"») — 2 [xx"-^yf-\- zz"\, 

x,^,-f- 7,7,+ z,z,= (x'— ^) (x"— ^) 4- (/— r) (/'— r)-*-!^'—-^) (^'~ -" 

= (^'-4-/4-2') 4-(a:'^"4-//'4-z'z'') 
— [xx" -^yy^* -^zz") — [xx' -{-y/ -^ zz']. 


X. 


4-7Î4-ZÎ = 


Si nous posons 


(6) 


^» 4-/ 4-z' =/, ^'a?"4-//4-z'z*=/?, 

^'' 4-/* 4- 5'* = m, x*'x ■^y'^y 4- z'^z = q 


nous aurons 

a;j4-7j4-2Î=:/4- m — 2r, 

a:, Xj-f-^i 7,4-2,22=/ 4-/? — q^ r, 

La substitution de ces valeurs dans la formule (5) nous 

donne 

l-hm — nr l-^p^q^-r 

l -\- p — q — r l-hn—7q 

I r q 

o l-\-m — 7,r l-\- p— q — r 

o l-h p^ q — r /4-/1 — 2^ 


4S»= 
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ouy en ajoutant la première ligne aux deux suivantes : 


iS' = 


i r q 

\ l -\- m — r l-^-p — r 

I /-f-/? — q l-\- n— q 


I 

o 



o 

/ 

I 

r 

9 

r 

I 

l -^ m — r 

l-^p— r 

î 

I 

l^p q 

l-h n — q 


Dans ce dernier déterminant^ multiplions la seconde co- 
lonne par — /, puis ajoutons la somme des deux premières 
colonnes à chacune des deux suivantes; il nous vient 


4S^= 


I 

o 

I 

I 


o I 

I 

I 

/ 

I 

r 

? 


I / 

• 

r 

? 

r 

I 

m 

P 


I r 

m 

P 

Q 

I 

P 

n 


I ? 

P 

n 


Si nous remplaçons ici l, m, n et p^ q, r par leurs expres- 
sions (6), nous obtiendrons enfin pour 4SMa valeur cherchée 


(VIII) 4S'=- 


o 
I 


X' 


z' 


I 1 

XX* H- yy -+- zz' xx" + yy-" -f- zz*' 


f mff 


1 xx' -{- yy -{- zz' x'^-^f^-^z'^ x'x"->ry'y'^z'z 
I xx^-^rf-^zz'^ x'x'^-hyy'-^z'z" • x^^-^-f^-^ z"^ 

Il est facile de vérifier que ce déterminant est le produit (111) des 
deux déterminants multiples 


A = 


I 

o 

o 

o 

o 

o 

I 

X 

y 

z 



I 

x' 

y 

z' 



I 

x" 

f 

z" 


A = — 


I 

1 o 


o 

X 


o o 


o x! y 


I o x" y z" 


298. Volume du tétraèdre en valeur de deux arêtes opposées et 
de leur plus courte distance. — Par les extrémités B et G de Tarète BC, 
menons les droites BB', GG' parallèles et égales à Taréte opposée SA ; 
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tirons les droites SB', SC' et B'C [fig. i5). Nous formons ainsi le prisme 
triangulaire SABCC'B'. 

Fig. 14. 



La distance de l'arête SA au plan BCG'B' sera égale à la plus courte 
distance d des deux arêtes opposées SA et BC. 

Nous avons le tétraèdre SABC = iSABCC'B'; or le prisme triangu- 
laire SABCG'B' est la moitié du parallélépipède qui a BGG'B' pour base 
et d pour hauteur ; et, comme le parallélogramme 

BCC'B'= BB'.BC.sinB'BC = flû'sina, 

on a 

vor.SABGG'B' = i/7«'sina.£/; 

donc 

(IX) vol.SABC ou V=i^.«û'sina. 

Ainsi le volume d'un tétraèdre s'obtient aussi en multipliant le demi- 
produit de deux arêtes opposées par le sinus de r angle compris et par 
le tiers de la plus courte distance de ces mêmes arêtes. 

299. Relation entre les plus courtes distances d^ d\ d" des arêtes 
opposées a et a\ h et b\ c et c* et les angles «, p, 7 compris entre 
ces arêtes. — La formule (IX) nous donne 

«&3fa'sina = rf'^^'sinf = ^"cc^siny; 

divisant par ces trois quantités égales les trois termes respectifs de Téga- 
lité(U)dun° 284 

tfa'cosa -H ^ô'cosp -h cc'cos7 = o, 

nous obtenons la relation 

,^ • cota cotp cot7 

300. Dans la formule (IX) mettons à la place de oa'sina sa valeur 
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tirée de la première des relations (I) du n*" 283 ; elle devient, par l'élé- 
vation au carré, 

et donne 

(XI) V =.— v^(2û«'-+- b>'^ 6'^— c'—c'^) (2«a'-f- €'-+- c'-'— b'— b"). 

301. Volume du tétraèdre en valeur de trois faces et du sinus du 
supplément du trièdre compris. ~ L'expression (II) du n° 292 peut 
s'écrire 

A' 

V* = yjfl'^'c'A^=T«.^csinX.c«sin.a.«^sinv. : 

"** •*•• ' sinxsinf/siiiv' 

or on sait que 

^csin> = 2A, c«sinp = 2B, ûôsinv=2C; 
d'ailleurs, en vertu de la formule ( 7 ) du n** 240, on a 

^ = ^'. 

sinXsinfAsinv ' , \ 

donc il vient 

(XII) V' = |A.B.C.A'. 

Donc le carré du volume du tétraèdre est égal aux | du produit de 
trois faces multiplié par le sinus du supplément du trièdre compris, 

302. Volume du tétraèdre en valeur de deux faces et du dièdre 
compris. — Dans la fig. 12 (p. 255), menons SDE perpendiculaire sur 
l'arête AB et tirons CE. Nous avons 

V = iSAB.CD = iSABXE sinc'= iSAB. ^^^^ sine'; 

Ad 

or le produit AB.CE est égal à la double face ABC que nous avons re- 
présentée par 2S, de même que la Ci^ce SAB a été désignée par C; il 
vient par conséquent 

(XUI) V = |S.C.?^'=^S.C.sinc':-. . 

Ainsi le volume d'un tétraèdre est égal au tiers du produit de deux 
faces, multiplié par le sinus du dièdre compris et dinsé par la moitié 
de V arête de ce dièdre (G. Dostor, Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, 2* série, 1867, t. VI, p. 4i3). 
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303. Rapport des produits des arêtes opposées. — La formule pré- 
cédente donne 

3Vc' 

= S.C.8inc', 

a 

et de même 

3Vc . ^ , 

= A.B.smc; 

a 

on en tire, en multipliant, 

•—, — = S.A.B.C sine sine'. 


Or nous avons vu au n^ 300 que 

V»==|A.B.C.A'; 

par conséquent on a la face 


n sinc smc 
On en déduit 

/XTVV 2S_ aa' _ bb' _ ^^ 

' A' ~" ttin^i smff' ~~ ûub sin^' "" sincsinf' 

Donc, dans tout tétraèdre les produits des arêti^ opposées sont entre 
eux comme les produits des sinus des dièdres qui émergent de ces arêtes. 

304. Volume du tétraèdre en valeur d'une iàce et de ses inclinai- 
sons sur les trois autres faces. — L'expression (XUI) permet d'écrire 

v=is.A?in^=}s.B5i2^=is.c?iH', 

d'où Ton tire les équations 

,-._,. • Asinfl' Bsin^' Csinr' 

(XV) ; = 77 = ; ) 

^ ' a b d 

qui, étant combinées entre elles et avec Téquation évidente ( i. ^ 7 

A cosfl' -I- B cos^'-h C cosc' = S, 

donnent d'abord 

• -j A^'sino' ^ Ac'sina' 

B= , ti = -j ) 

a al 
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puis 


A = 


a' 


a' cot«'-+- b' cot6' -f- c' cote' sina' 


Mettant cette valeur de A dans l'expression V = |S. A.sinfl', on trouve 

S» 


(XVI) 


V = |. 


6'cot6'-+-c'cotc'j 


pour le volume du tétraèdre en valeur de la face S et de ses inclinaisons 
sur les trois autres faces A, B, C (G. Dostor, Nouvelles Annales de Ma^ 
thématiques y 2* série, 1867, t. VI, p. 4i4)» 

305. Volume du tétraèdre SA6C, ayant un sommet S à l'origine 
des coordonnées, en valeur des coordonnées x\ y, z'; j:", ^", z"; 
^'">y", ^'" des trois autres sommets A, B, C. — Supposons les. aies 
des coordonnées rectangulaires. Nous avons 

et) comme les équations des droites SA, SB, SC sont 


X _ y z X _ y ' z ^ ^ X ^ ^ 


X 


il vient 
cosv = 


^x'-h/yn- z'z" 


/ _» 


x'^"-f-/y-4-z'z 


de sorte qu'on a 


aO 


(8) 


( âf^COSV = X X" -i-yy -h z' Z"^ 

cacosit=x'x"'-hyy"-h z'z"", 
bc cosX = x''x'"'^fy"-^ z^z'". 


Si nous substituons les valeurs (7) et (8) dans la formule (III), nous 
obtenons Fégalité 


36V' = 


^2^^/i 


,/3 


x'x^-^yy^z'z" 


I -m 


a/x"-h /y -h z'z" a^x'"-^ yy"-\- z'i 
j^'2 + y î _,. a*^ x''x'"-^y''y'-^ z'z 




x'a:"'-+-yy'-f- z'z"' x^x'"'i-yy-f- z^z- X 
Le second membre est le carré du déterminant 

*' y ^ 

x" y z" 

x'" f z*" 


Mi 


yfn 


pWî 


•f 
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par conséquent on a, en extrayant la racine carrée, 


(XVII) 


6V = 


X 


y 


t^JIft m.J^ ^fff 

X jr z 


Si les axes de coordonnées étaient obliques, il faudrait multiplier le 
second membre par le sinus A du trièdre formé par ces axes. 

306. Volume du tétxaèdre SA6C en valeur des coordonnées x^y, 
z; a:,, Xv «li «^ai Xi^ «aî ^z^ Xzy h dos quatxe sommets S, A, B, C. — 
Transportons l'origine des coordonnées au sommet S, et soient x',y, z'; 
x^, y, z"; x'", y\ z'" les nouvelles coordonnées des trois autres sommets 
À, B, G. Le volume du tétraèdre, exprimé en valeur de ces dernières 
coordonnées, sera donné par la formule précédente (XYJI). Mais les égalités 

j:,= x-4-jr', j, = x-4-y, z, = a? H- z'; 
x^^x-^af, x^ = jr-i-y% z^^z-hz"; 
x^=x-hx"', J3 = /H-/", z^=z-^z'" 


donnent 


x'=x^ — x, / = 7,— /, 


Z' = Z^-Z] 


x''=x^—x, f^r^ — y, Z''==Z^-'Z\ 


x"'-= X. 


X, r"'= 


m 


Ja-J» ^ =23—2 


Si nous substituons ces valeurs dans la forniule (Xyil),.elle devient 


6V = 


X. 


X 


Xx — J 2.-2 


•^2— -^ X^-X «2-2 


x^ 


^ r^-y 2,— z 


I 



o 


X^ — X 


X 2 


•^2 — -^ Xi—X ^2 — 2 

■^a--^ X^ — X «3 — 2 


Dans le second déterminant, il suffira d ajouter la première ligne à 
chacune des trois suivantes, pour avoir l'expression demandée 


(xvm) 


6V = 


I 

X 

X 

z 

I 

^x 

Xi 

2. 

I 

^2 

Xi 

2, 

1 

«^3 

Xz 

h 


307. Méthode directe pour déterminer cette expression. — 
Nous avons vu au n® 257 que le plan MiMiM,, qui passe par 
les trois points 

M, (x.,7„ z,). Ma {:r„ jj, 2;,), M3 (^3,73, z^), 
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a pour équation 


(9) 


I 
I 
I 
I 


X y 

Xi y^ 


X, 


73 


z 

Z2 

2z 


= 0, 


que, pour abréger, nous écrirons 


(.0) 


Ax -h Bj 4- Cz 4- D = o, 


où x,y, z désignent les variables courantes. 

Dans cette équation les coefficients A, B, C sont respecti- 
vement égaux aux déterminants mineurs 


t X2 z. 


+ 


I 

Xi 

Zx 



I 

X2 

Z-, 

> 


I 

x^ 

Zz 




I Xx Xx 

i\ x^ X, 

I Xz Xi 


Ces déterminants représentent, au signe près, les doubles 
surfaces des projections du triangle Mi M2M3 sur les plans de 
coordonnées OYZ, OZX, OXY (211); par suite, la racine carrée 
de la somme des carrés de ces trois déterminants exprime 
la double surface de ce triangle M, M2M3, c'est-à-dire que 
)/A'-\-B'^0= 2 M, MjMa. 

Supposons que x,}% z soient les coordonnées d*un point 
S situé hors du plan (9) ou (10); la distance de ce point au 
plan (10) sera 

_ A ^ -+- Br -t- C-3 -f- 1) _ A^ -h Bj -h Cz -f- D 


d = 


on en tire 


^/ÂFTW+ô 


2.M1M2M3 


2. M.MaMj. rf= Ao: + B/ h- C« + D. 


Or 2.MiM3Ms.^ est égal à six fois le volume V du té- 
traèdre SM.MsMs; donc on a 


6V = Ajc-f-B7-hCz-hD, 


a7o. 
ou bien 

(XIX) 
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6V = 


o 

X r 

z 

i 

Xx Xi 

Zi 

I 

^1 Jï 

Zi 

I 

^3 73 

z. 


308. Multiplions la première colonne successivement par les quantités 

arbitraires a^ by c et retranchons lés produits obtenus des trois autres 

colonnes; la valeur du déterminant (XIX) n'est pas altérée, et il vient 

en(;ore 

I X — a jr — b z — c 

i x^ — a y^ — b J5, — c 

I x^—a jr^—b z^ — c 

I x^ — a x,— ^ ^,— c 


(XX) 


6V = 


où a^ by c sont des constantes quelconques. 
309. Volume du tétraèdre compris sous les quatre plans 


p = 

Aj: -h Bj -f- Cz -h D = 0, 

P' = 

A'x-+-B'/-hC'z-^-D' = o, 

P''= 

k"x -f- B"/ -h Cz -h D" = o, 

pw 

A'"x-+-B'>-+-C"'z-hD'"=o. 


Soient Xy /, z les coordonnées du point d'intersection M des trois 
plans F,P^P"'; a:',/, z' celles du point d'intersection M' des plans P",?'",?; 
^> y^ ^ les coordonnées de Tintersection M" des plans P"', P, F; 
enfin x'^/", z'" celles de l'intersection M'" des plans P, P', V". Le volume V 
du tétraèdre M M' M'' M'" sera donné par 


6V = 


I 
I 
I 
I 


X y 

x' y 
II 


X 
X 




Multiplions ce déterminant par le suivant : 


(D = 


D . A B C 

D' A' B' C 

D" A'' B'' C'' 

D"' A'" B"' ÇJ" 


= (DA'B'CO ; 
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«:^ > ^ 5*^ 

cj u a o 
+ + + + I o" o^ o" ^ 


c 


.^ .^ :^ î^ « 

+ + + +° + + + + 


+ + + + 

*« !« > ;*^ 


es 




ÇQ GQ GQ ÇQ 
> > > ^ + + + + 


a çj u o ss 


5 5 \ 


+ + + f S ^H > > ,^ 

^ ^ C* ^ 'C 

n « n » 3 

5< i! 5< ^ 1 11 II 11 II 11 !l 11 II :i 

i .+ + .+ S <=> 2a à 'q o è à 'a l 

oqqo- +4. + + + + + + 


•» ►» ,« s. \, n, M O O O ^: 


+ + + + i:+ + tt + + + -^ ^''^ 

.>^ X V, V, 1: «^ fe" S> la ^ >> b ^ ^ ^ ° 

nAnm -±4.4.+ «««« 

+ + + ,+ t: H î .. .H + + + + :i-^ 

-< ■«! -t! -a! •3. <t! i! :«! ^ @ • 

+ + + + -S > ? 

O à Ô Ô 2 




CD 




U O r3 ^ 2 II 11 II II -= $ 

+ + + +§ ofc>à*Që I 

^^^^ I + + + + I I 

+ +. + + I ' ^~^6b.5 I 

^ ^ i ^ ; + + + + I fe 




+ + + + -S - "^:^^^ ^ 


O ® & fc. 

^ !+ + + +« â 

§ e ^ £ JJ lî *; L 'S -<« 

5 «o o* ^ •? « 

o €8 * ^ g 


fl 


o 


^." 


-t 
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Pour avoir \ il nous suffira d'éliminer les trois variables x, y^ z entre 
les quatre équations (la); nous obtenons ainsi l'égalité (i34] 


o = 


A B C D -X 

A' B' C D'-o 
A» B" C* D'-o 
A** B'" C^ D'" — o 


A B G D 

A' B' C D' 

A' B" C" D' 

^«r g«r cm j)« 


A B G > 

A' B' C o 
A" B" C o 


A'" B'^ G*' o 

qui, par remploi de la notation abrégée (18), revient à 

o = (AB'G''D'^)-X(A'B''C'"), 
qui donne 


>.= - 
On trouverait de même que 


(A'B''C'") 




(A'B'^C) 
par conséquent il vient 


(AB'Ç^D^ 
'(A'"BC') ' 


v-"--^, r = _ 


(AB'C") ' 


(AB'CD"')* 


(AB'C").(A'B"C'").(A''B'"C).(A"'BC'j 

Si nous substituons cette valeur dans Téquation (i3), nous trouverons, 
pour le volume demandé, 

(AB^CD^M» 


(XXI) 


6V = 


(AB'C').(A'B"C'").(A"B"'C).(A"'BC') 

Gette formule et la méthode suivie pour l'obtenir sont dues à Joachim- 
STHAL [Journal der reinen und angewandten Mathematik von Crelle, 
t. XL, p. 21-47). 

* 310. Prodnit des volâmes de denz tétraèdr^f^ en valeur des 
seize distances des quatre sommets du premier tétraèdre aux 
quatre sommets du second. — Soient Y et Y' les volumes des deux 
tétraèdres SABG, S'A'B'C', ayant leurs sommets respectifs aux points 

S(x,/, z), A(^,,/,,z,), B(^,,j,,z,), C(x^,Xi>Zz); 
S'(x',/,z'), A'(^., /.,<), B'[af,,y,,^,). CVar/s,^.). 
Nous avons (306) 


6V = 


I 











I 

X 

X 

z 



I 

^i 

Xt 

z 



I 

•^1 

X2 

z 



I 

^3 

Xz 

z 

4 


6Y'=- 




I 







I 



x' 

ï 

z' 

I 



x\ 

y\ 

A 

I 



x\ 

A 

^. 

1 



•^3 

y> 

< 
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+ 
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il 
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»9 
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a. 
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+ 

i 

-- 

T3 
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s 

TS 
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B 

s. 
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S 




s 

H 

Vi 

H 
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•M 

2 

CO 

a 

" 
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s 

TS 

TS 
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-S 

J3 

^ 
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V 

V 

V 
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II 

II 

II 

1 

1 

1 
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M* 

+ 

+ 

4- 

2 

ëS 

:ii! 
n 


^ 

§ 



g 
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*« 


ri 
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A 

S 

K 
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:2 
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-o 

^3 
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< 

l 


*> 

+ 

+ 

+ 

+ 

fc^ 


1 

1 

1 

1 

c 
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V 

V 


V 

« 

a 

< 

^ 





< 

Xi . 

i 

t4 


C4 


>4r 

eu 

S 
no 
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X3 

••• 


0* 

en 
II 

en 

II 

a 

Xi 

B 


«4 

+ 

+ 

+ 

V 

+ 

+ 
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i 

s 

s 

II 

\ 

35 

H 

II 

a 

a 




S 

C0 


^H 



en 
Xi 





a 



"3 

«4 

H" 

S 

H 

en 





SR 
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0^ 




N4 

M 

•^ 
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a 





en 



*o 





^ 
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>4 


1 



-.2 









S 


1 



'O 





s 



(il 


! 


■ 

(A 





.2 



8 

en 

C 
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on 

1' 

r 




on 









e: 
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$ 









"S. 





•§ 





B 








Oi 
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« 





*« 



S 





PS 





Xï 




« 



»9 
• 14 




+ 




^* 




5^ 




+ 




"h 




H 




*_^ 




ei 




1 




M 




*« 




+ 




M 




(» 




Il • 
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+ 




"^ 




-t 




^ 

i 
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es 
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1 

• 

oc 


( 

1 

'3 


1 

t; 

en 

1 

0. 


+ 

r« 

en 

Ta 


X 

II 

S 


+ 

•v - 

a 


r* 

s 

3 


[h^ 

+ 

S 


_+ 

1:; 

en 


T» 

+ 

CO 


+ 

"H 

'p 


m 

^ 

^ 


^ 



+ 

e< 

3 


c« 





^ 


O4 


1 


en 


1 


Qj 


M 


p 




HD 


"V^ 


^ 


1 


73 

c 


Jf^ 


eo 






+ 


en 

3 




J> 


^ 




1 


73 


1 


en 


K 



a* 

+ 


•*» 

4-* 
fi 

0) 



> 
•0) 

1 

£ 

C3 

4i» 

^ 

'S 

1 



î3 

1^ 

a 

a 



•^ 

c 



'd" 
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Cela étant, dans notre dernier déterminant, multiplions les quatre der- 
nières lignes par 2, puis divisons par 2 la première colonne résultante; 
le déterminant sera multiplié par 2\*2 = a' = 8. Remplaçons les doubles 
sommes de produits par leurs valeurs s'-+- s"— dj,, s'-+- a'^— d^,,.. . , 
nous obtenons 


'i88VV'=- 


o 
I 
I 

I . 
I 


I 

s' -+■ s" - 


-+-s''~ 


a 
b' 

c'-^-s'' — 


dL 
d?H 
dî. 


s' 
a= 
b^ 
c' 


I 

.'3 


a'^-dî. 


d5, 
dj. 


-+-a'^- 
-f-a'' — 


s' 
a» 
b» 


a 


/3 


I 

b'^ 
h" 
h" 
h" 


-d 


13 


d;, 
AU 


a' 

,2 


I 

c'=- 
-+-c'^- 


dl. 


— ÛU c'-^-c'^-dJ 


Pour transformer ce déterminant, conservons la première ligne; mul- 
tiplions-la ensuite successivement par s^ a% b', c^ et retranchons les 
produits respectivement des quatre dernières lignes; le déterminant ne 
change pas de valeur et nous avons 


i I 


288VV'=- 


o 
I 
I 
i 
I 


8"-dî. 
s'»-d' 


3 1 


s"-dî 


a"_d;, b"-d;3 

b"-d'3, 
b"-dî. 


a"-d;, 
a"-dî, 
a"-dî, 


C-df, 
c"-dh 
C-dh 
C- d' 


Dans ce déterminant conservons la première colonne; multiplions-la 
ensuite successivement par s", a", b", c" et retranchons les produits 
respectivement des quatre dernières colonnes ; le déterminant conserve 
encore sa valeur et il vient 


a88VV' = 




I 

I 

I 

I 

I 

-dî, 

-d^ 

-dî. 

-dî. 

I 

-d?, 

-dî, 

-dî» 

-dî. 

I 

-d5, 

-àU 

-àU 

-dî. 

I 

-dî, 

-dî. 

-dÎ3 

-dî. 


Enfin, si dans ce déterminant nous multiplions par — i d'abord les 
quatre dernières lignes, puis la première colonne résultante, le détermi- 
nant sera multiplié par la cinquième puissance de — i , changera de signe 
et deviendra 


(XXII) 


288VV' = 


o 
I 
I 
I 
I 


1 1 


I s 


dî, 
dî. 


dî, 
dî, 


I 

dî, 
dî, 
dî. 


dî. 
dî. 
dî. 


d"^ d' d^* d' 
U4, U4J, U43 U44 
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Si le second tétraèdre se confond avec le premier^ on aura 
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d„=o, 

dn 

d„ - 0, 

d.3 

à^-o, 

^. 

d,,- 0; 



= à..= 


31 


= d„ = 


32 


= d,,= 


«, 


a- 


d.,= d 


'«3 


31 


à 


de sorte qu'il viendra 


288 V^ = 


comme au n*" 304. 


3« 


d,.= 


■<a 


b, d„ = d„ 




I 

I 

I 

I 

I 



à" 

b^ 

c^ 

I 

a' 



c" 

b'^ 

I 

b' 

c"" 



a'' 

I 

c» 

b'^ 

a!^ 




Z'". 


§ III. 


Expressions diverses du rayon de la sphère 
circonscrite au tétraèdre (*). 


311. Expression en déterminant du rayon R de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre SABC (Jlg. i5), en valenr des trois arêtes con- 
tignês SA = a, SB = &, SC = c et des inclinaisons mntuelles de ces 
arêtes BSG = \ CSA = ja, ASB = v. — Prenons le sommet S pour ori- 



gine et les arêtes SA, SB, SC pour axes des coordonnées. Soit le centre 
de la sphère circonscrite. Le rayon SO = R a pour projections sur les 


(') DosTOR, Nouvelles Annales de Mathématiques y 2« série, 1878, t. XII, p. 370, 
et Archives de Mathématiques et de Physique , 1875, t. LYII, p. i63. 

iS. 
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trois axes les demi-arètes --, -y -y de sorte que, si a, p, 7 désignent les 
inclinaisons de SO sur ces axes, on aura 

(I) 


-=Rcosa, -=Rcosp, - = RC087. 

^ A jB 


Dans la relation (m) du n'^Sdl, mettons à la place de cosa, cos^3, 
COS7 leurs valeurs tirées des égalités (i) ; cette relation deviendra 


n 


a 
ÏR 

2R 

c 
ÏR 


%\\ aR aR 

I COS V COSfA 

COS V I COS > 

COSfit cosX I 


= 0, 


ou, en multipliant la première ligne et la première colonne chacune 

par aR, 

4R' 


= o. 


a o c 

a I cosv cos|x 

h cosv I cos> 

c cosp cosX I 

Cette relation nous donne Texpression en question 

o a h c 


(I) 


4R'A' = - 


a I cosv cos;:/ 
^ cosv I cos). 

c COS/A C0S> I 


312. Expression développée du rayon de la sphère circonscrite 
au tétraèdre, en valeur de trois arêtes contiguês et des inclinaisons 
mutuelles de ces arêtes. — Si nous développons le déterminant (I), 
nous trouverons que 


(H) 


I 4R\^^= «'sin'X -h aftc(coSfxcosv — cos). ) 
-h 6^sin';x -h 2fûr(cosv cosX — cosp) 


I 


c* sin' V -h 2 a^ ( cos)^ COS tx — cos v ) . 


313. Expression en déterminant du rayon de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre, en valeur des six arêtes a et /s', 6 et 6', c et c\ 
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opposées deux à deux. — Dans le délefcninant (I) multiplions les trois 
dernières colonnes respectivement par a^/, 2^, 2c, puis les quatre lignes 
résultantes par ^, a, &, c; Téquation deviendra 


i6fl'6'c'A»R^ = - 


o a^ b^ c^ 

a^ là* aa^cosv 2caC0SfA 

b^ 2€l6C0Sv' Ikb^ 2^008^ 


C* lÀCaCO^ll 2^C0SX 26" 


.î 


ou, en remarquant que a^b*c^^•= 36V* et en tenant compte des 
lités (i)dun«S94, 


576V'R^=- 




a» 

b' 


c' 

a' 

2«' 

a'-hb'- 

c" 

c'-\-a^ b" 

b' 

«' -+- ^» - c'' 

nb' 


b^^c'-^a" 

c' 

c^^a'^b'* 

b'-hc' 

a'^ 

2C' 


Retranchons d'abord la première ligne de chacune des trois suivantes, 
puis la première colonne aussi des trois suivantes ; il nous viepdra 


576V»R* = 


a' 

b' 

^2 


a' 

o 

— c 


n 


— c 
o 


J2 


— a 


12 


c* 
o 


Enfin changeons les signes de# trois dernières lignes, puis le signe 
de la première colonne résultante; le déterminant sera multiplié par 
(— 1)*= I et n'aura pas changé de signe. Nous avons ainsi Texpression 
demandée 


(in) 


576V*R»=- 




a} 

b' 

c^ 

«' 



c'' 

b" 

b^ 

c'^ 



a'' 

c" 

b*} 

a" 




3i4. Autres formes de ce déterminant (III). ~ Si nous nous repor- 
tons aux transformations du n"" 73, nous verrons que cette expression 
affecte encore les deux formes suivantes : 


(IV) 


576V'R' = 




I 

I 

I 

I 



c'c'^ 

b'b" 

I 

6^'=' 



a' ri" 

I 

b-'b'^ 

a'u'' 
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o aa' bb' ce' 


576V*R' = - 


aa' 


ce' 


bb' ce' o 


bb' 


aa' 


ce' 


bb' 


aa' 


315. Expression, déyeloppée en produit, de la valeur de 676 VR^.— 

Dans le déterminant (Y) remplaçons la première colonne par la somme 
des quatre colonnes; nous obtenons 

aa' -+- W 
rt«' -4- bb' 
aa'-^bb' 


576V'R» = - 


aa 


bb' 


cd 

aa' 

bb' 

ce' 

ce' 



ce' 

bb' 

ce' 

ce' 



aa' 

cd 

bb' 

aa' 




Nous voyons ainsi que le déterminant (V) est divisible par^ia'-+-^^'-+-cc'. 
Si Ton avait remplacé la première colonne par la somme des quatre co- 
lonnes respectivement multipliées par i, i, — i et — i, on aurait trouvé 
que le déterminant (V) est aussi divisible par bb' -\- cc'—aa'. Il est aisé 
de voir qtKil est de môme divisible par cc'-f- eia'— bb' et par aa' ■+■ bb' — ce' 
et qu'en définitive on a 

, ( 576V'R*=.(«/i'-f-*^'-hcc')(*6'-hcc'-W) 

* ^^ I ^[cc'^aa'-'bb')[aa'^bb'-ce'), 

ou 


(VII) 
en posant 


72V»R'-: P'(P'- «û'UF- bb') (P'- rc'), 


aa' -^ bb' -^ ce' = 'i.V\ 


Cette dernière formule (VU) est due à Crelle (Crelle, Sammlun^ 
mathematischer Aufsàtze und Bemerkungeriy t. I, 3, p. io5). 

'Slô. Calcul direct du déterminant (III). — Supposons que le té- 
traèdre SÂBC soit rapporté au centre de la sphère circonscrite et dé- 
signons par x, /, »; j:,,/,, «, ; j^^jXi^ W^ ^3» J3» ^j ^^s coordonnées^des 
quatre sommets S, A, B, G. 

Dans Texpression (XVIII) du n° 306, qui donne le volume V du té- 
traèdre, multiplions la première colonne du déterminant successivement 
par R et — R ; nous obtenons les deux égalités 


6VR = 


Yi. X y z 

R x^ j, z, 


-6VR = 


-R 

X ^ y 

z 

R 

'^i r, 

^ 

R 

^2 y. 

^: 


R «^3 y^ «j 
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§ IV. — Rayon de la sphère inscrite dans le tétraèdre ( * j. 

' 317. Prenons encore le sommet S pour origine et les arêtes SA, SB, 
se pour axes des coordonnées. Soit le centre de la sphère inscrite dans 
le tétraèdre et r le rayon de cette sphère. 

Si x\ y, z' sont les coordonnées du centre 0, les distances de ce centre 
aux plans de coordonnées SÀB, SAC, SBC étant toutes trois égales à /*, 
on aura, en vertu des formules (III) du n"* 370, 


(1) 


r = 


sin). ~" sinfA ~~ sinv 


D'ailleurs le plan de la quatrième face ABC du tétraèdre est 


jr * Y z 

--t-î^H i=o. 

abc 


Nous voyons ainsi qu'il suffit de remplacer, dans la formule (3) du 


n'^aeQ 


I I I 


, A, B, C et D par - j Tï - et — 1, p par r, et x\ y, z' par 


leurs 


valeurs 


rsin^ rsinpi rsinv 


-— tirées de (i), pour avoir l'équation 


/sin^ sina sinv A\' 


o 

1 

I 

I 

a 

b 

c 

I 
a 

I 

COSV 

COSfA 

I 
b 

COSV 

I 

cosX 

I 
c 

COSfX 

cosX 

I 


qui nous fournira la valeur du rayon r de la sphère inscrite. 

Dans le déterminant du second membre, multiplions les trois dernières 
lignes, ainsi que les trois dernières colonnes, respectivement par a, b 
et c et divisons hors barres par le produit a.b,c x a:b,c = c^b'^c^\ ce 


(*) G. DosTOR, Nouvelles Annales de Mathématiques^ *j^ série, t. XII, p. SSy. 
- Archivas de Mathétna^f^ues, iS^S, t. LVII, p. 170. 
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déterminant prend la forme 


a^b^c^ 


01 I I 

I c^ ab cosv racoSfA 

I fib cosv ô^ bc cos'k 

1 r^cosf* 6ccos^ c* 


et montre (297) que le second membre de l'équation (a) est égal au 

carré de la double surface S du triangle ABC divisé par a^b^c^. Nous 

avons donc 

1^ sin/x sin* 


(sin' 


»nv AV 4 S' 
c r) à'b'^c 


d'où nous tirons 

(I) 


A sinX sinu 
r a b 


sinv 
c 


aS 
abc 


Cette formule donne les deux rayons des deux sphères tangentes aux 
quatre faces du tétraèdre, lesquelles sphères ont leurs centres situés sur 
la droite (271) à^- 'r — - - - ' ' • * - ^ 

X r z 

^^^ * ■ 

sinX ~ sintx"" sinv 

* 318. Si Ton a soin de changer dans cette équation (I) successivement 
le signe de sin^, sinpi, sinv, on formera les trois équations 


(H) 


A sin/x sinv 
ï" ~~ b ' c 

sin> _^ aS 
a ~~ abc ' 

A sinv sin^ 
/•" - c ' a 

sinp aS 
b abc 

A sin> sin/x 
/"'" a ' b 

sinv aS 
c "^ abc 


qui donnent les rayons des six autres sphères tangentes aux plans des 
quatre faces du tétraèdre. 

Ces sphères ont leurs centres situés, deux par deux, sur les droites 
respectives (271 ) 

x r z 




• 

SI HA 

sin/A 

sinv 

X 

y 

z 

binX ~~ 

sinp 

sinv 

X 

y 

z 




sinX 

smu 

smv 
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qui, étant dirigées dans l'intérieur des trois dièdres 

SA'BC, SAB'C, SABC', 

formés par deux des arêtes SA, SB, SC et le prolongement de la troi- 
sième, sont les lieux des points équidistants des faces de ces trièdres. 

§ V. — Tétraèdre ctrconscriptible par les arêtes (*). 

* 319. Nous donnerons ce nom aux tétraèdres, dont les six arêtes sont 
tangentes à une même sphère. 

Conservons toutes les notations précédentes, et appelons a, p, 7, <^ les 
segments des arêtes qui sont compris entre les sommets A, B, C, S du 
tétraèdre et les points de contact de ces arêtes avec la sphère. 

Si nous supposons que la sphère touche à la fois les six arêtes et non 
leurs prolongements, nous aurons 

d'où nous tirons, en ajoutant verticalement, 

(I) a H- P-+-7 H- ^ = a -+-a'= ^ -f- A'= C-+- c'. 

Donc, dans tout tétraèdre ctrconscriptible intérieurement par le^ arêtes^ 
les sommes des arêtes opposées sont égales entre elles, 

* 320. Cosinus des angles au sommet S. — Désignons toujours ces 
nngles BSC, CSA, ASB par \ pi, v. Puisque 

il vient 

^bc ibc %bc ' 

nous avons donc 

,„, . 1S7 • 27a aaS 

(II) COSA = I ï?-i, COSfX = I '—1 COSv = l j-i-, 

^ ' bc ^ • ca oc 


(*) G. DoSTOR, Nouvelles Annales de Mathématiques ^ 2^ série, 1874» t. XIII, 
p. 563. — Archives de Mathématiques^ i'^?^} t. LYII, p. 172. 


d'où nous tirons 

(in) 


2 bc 
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ca 


ab 


36V'= — a»^»V 


321. Volume du tétraèdre. — La formule (III) du n"* 293 nous 
donne 

— I — ces*/ — cos/x 

— CO8V I — cosX 

— C0S|X <H^sX — I 

10 o o 

I — I — COSv ~C0S/A 

I — COSfA —1 — cosX 
I — COSfA — COS^ ~I 

Ajoutons la première colonne à chacune des trois suivantes; il nous 

vient 

II I I 


= ~ d'b^c^ 


36V'=-û'6^c' 


I o I — COSv I — COS/A 
I I — COSV o I — cos)» 
I I — COSfX i — cos^ o 


Si dans ce déterminant nous substituons les valeurs (II) et que nous mul- 
tipliions par a, bj c d'abord les trois dernières lignes, puis les trois der- 
nières colonnes, nous aurons 


36 V' = — 


abc 


I 

a 

b 7.(x,p o 2^7 

c 27a 2^7 o 

Divisons enfin les trois dernières lignes par 2 et multiplions aussi 
par 2 la première colonne résultante; le déterminant sera divisé par 4, et 
il nous viendra en définitive 

2 a b c 

a o olP 7X 

b ap o Py 

c 7a ^7 o 

pour le triple carré du volume du tétraèdre. 

* 322. Rayon de la sphère tangente aux six arêtes du tétraèdre. — 
Soient &> le centre de cette sphère etp son rayon. Appelons 7 l'inclinaison 


(IV) 


9V^=- 
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commune de la droite Sa) sur les Irois arêtes du trièdre S. Nous avons, 
en ayant égard à la formule { XXVI) du n"* 246, 

4osin-sini-sm- 

2 2 2 

p = Jtongf r= ; 

et, si nous mettons dans cette expression les valeurs (III), nous trouve- 
rons que 

^^ P"*'"^5?Â^ 3V •' 

323. Angles des arêtes opposées. — Représentons par JU, ifb, G les 

inclinaisons mutuelles des arêtes opposées a et a', 6 et b', c et c'. Nous 

avons (283) 

laà Qsù&X = ^'-h b'^— r'— c'*; 

remplaçant les arêtes par leurs valeurs (i) en fonction de a, p, 7, ^, nous 
obtenons 


(VI) 


C08 w — ; ' fl > y «> r^ 


d'où nous tirons 


ivw * s-^ aS -f- 7(y \fl> Ê7 H- «(J 
(VI) tang'~ — -^- ^, tang*— — f-^^ ^. , 

** I 7fi -h ao 

et par suite 


(VIII) tang — tang — tang — = I . 



* 324. Si la sphère, tangente aux arêtes BG, CA, AB, touchait exté- 
rieurement les arêtes SA, SB, SG aux points A,, B,,C,, on aurait tou- 
jours 

a'=p-i-7, 6'=7-t-a, r'= a -h p; 

mais il viendrait 

où 

^'=SA, = SB, = SC,. 
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On trouverait alors que 

(IX) a-+-p-+-7 — ^'= /!'-«= 6'-^ = c'-c, 

c'est-à-dire que les différences des arêtes opposées seraient égales entre 
elles. 

Le rayon de la sphère serait dans ce cas 

(X) P^-IY"- 

* 325. Pour le tétraèdre régidier^ on a 

a=rp=:7 = tf = - et Y= ; 

il vient, par suite, 

et, comme les rayons des deux sphères, l'une inscrite, l'autre circonscrite, 
sont 

_«v/6 «_«V^ 
= î 11 -= — r-) 


oit voit que 


r , ., . 

12 4 


a^ 


(XI) p^=g=Rr. 

Donc, dans le tétraèdre régulier , le rayon de la sphère tangente aux 
six arêtes est moyen proportionnel entre le raynn de la spfière inscrite 
et celui de la splièrc circonscrite. 


§ VI. — Tétraèdre équifacial (*). 

* 3S6. Nous donnerons ce nom au tétraèdre dont les quatre faces sont 
des triangles égaux; les arêtes opposées y sont deux à deux égales et les 
angles plans de chaque trièdre valent ensemble deux droits. 

Nous représenterons par a, b^c les trois côtés du triangle généra- 
teur ÂBC et par A, B, C les angles opposés à ces côtés. Nous désignerons 
d'ailleurs par les mêmes lettres a, ^, c les angles dièdres qui sont adja- 
cents aux arêtes a, 6, c du tétraèdre. 


(*) G. DosTOB, jârchives de Mathématiques et de Physique, 1875, t. LVII, 
P- «79- 


c 
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Daos les formules du n*" 248 remplaçons a, pi, v par A, B, G et X, Y, Z 
par a, 6, c ; elles deviennent 

(I) COSfl -H cosè 4- cosc = I, 

(II) i\= av^cosAcosBcosC = atang- tang-tang-* 

J^ ^ A 

* 327. Volume du tétraèdre. — Mettons cette valeur de A dans la for- 
mule (II), V= rr abc^, du n"* 292; nous obtenons pour le volume du té- 
traèdre 

V = - abc v^cos A cosB cosC ; 

or le triangle générateur nous donne 

C03A= 7 > cosB= > cosC = 


%ifc ica ^ab 

par suite, nous trouvons, en substituant et en élevant au carré, 

(ffl) 7iV*=(6»-hc^-«')(c»-hfl»— 6»)(û'-t-^^— c'). 

* 328. Rayon des sphères inscrite et exiniciite. — Désignons 
ces rayons par r et 7^, et par S la surface du triangle générateur. Il est 
évident que 

V=|sr = |Sr'; 
il vient donc 

(IV) 9r^=:,r-^^ {h^^ c^- a^) (c^ ^ a^^.b'){a^^ b'- c-) 
^ ' "* (flH-6-h c) (6-hc — fl) ^c-h a — ^) (a-4-^ — c) 

Si H est la hauteur du tétraèdre, on aura 

3V 

Ainsi la hauteur du tétraèdre équifacial est égale au diamètre de la 
sphère exinscrite et égale au double diamètre de la sphère inscrite. 

* 329. Rayon de la sphère circonscrite. ^ Les arêtes opposées du 
tétraèdre équifacial étant égales, la formule (VI) du n*" 315 nous don- 
nera 

576V'R'= [a'-i-b'-h c') {b'-hc^- a') (c'-^a'- b') {a^-h b^-'c')] 
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divisant cette égalité membre à membre par la relation (III) qui précède, 
nous obtenons 

(V) SV^'=a'-hb'-hc\ 

Donc le double diamètre de la splière circonscrite au tétraèdre équifa- 
cial est égale à la racine carrée de la somme des carrés des six arêtes 
du tétraèdre. 


§ I. — Tétraèdre a arêtes opposées rectangulaires (*). 

* 330. Théorème I. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectan- 
gidairesy les sommes des carrés des arêtes opposées sont égales entre 
elles. 

Nous avons vu au n° 284 que, si deux systèmes d'arêtes opposées sont 
rectangulaires, les deux arêtes opposées restantes sont aussi perpendicu- 
laires entre elles. En supposant donc 

(i) a=p = 7 = -5 d'où cosa = cos^ = COS7 = o, 

les trois formules (I) du n^ 283 donnent de suite 
(I) a'-+-«''=^--+-^'^=c^-+-c". 

* 331 . Théorème IL — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectan- 
gulaires, les trois arêtes d*un même trièdre sont proportionnelles aux 
cosinus des faces opposées de ce trièdre. 

Car l'hypothèse (i) réduit les égalités (in) du n"" 285 aux suivantes : 

aeOSfA=: 6C0SX, ècOSV = CCOSfA, rcos^ = cosv, 

qui donnent 

(n) J!_=_*_ = _^. 

C08>. COSfX COSV 

* 332. Relation entre les trois arêtes d'un même trièdre et les 

angles dièdres adjacents. — Soit - la valeur commune des trois rap- 
ports (H), de sorte que 

(a) cos'> = <2V% cos^fz = ^V, cos^v = cV^ 


(*) G. D08TOR, Archives de Mathématiques et de Physique^ 1875, t. LVII, 
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Le trièdre S nous donne aussi 


sin'X _ sin'fA _ sin*v _ ,^ 


d'où nous tirons 


(3) 


sin'> = r'^sinV/, sin*a = r^sin^^, sin'v = /^sin'c. 


Ajoulant les égalités (2] et (3), nous obtenons 

# 

— I -+- r'û^-h r'^sin'a = o, 

— I -+- r'b* ■+- r^sin*^ = 0, 

— I -h r't' -+- r"sin'c = o. 

Éliminant les inconnues r' et /' entre ces trois équations, nous trou- 
vons la relation 

I a* sin'fl 

1 b* sin'^ 


(III) 


I c' sin'c 


= o, 


qui, étant développée, se met sous la forme 


TT 


*333. Dans les relations (X) et (XI) du n° 291 posons a =1; elles 
donnent 


(V) 


a'a'^ 


= B'-t- C*— 2BCcos« = A'-+- S*— aAScosfl'. 


On en conclut que : 

Tlléorème III. ~ Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectangu- 
laires , le carré du demi'prodmt de deux arêtes opposées égale la somme 
des carrés des deux faces adjacentes à l'une de ces arêtes y moins le double 
produit de ces deux faces par le cosinus du dièdre compris. 


" a'\ 6' ' 

c^ ) 

^^'V c' « 

' y^-? 

V«' 

h-} 

-- 0. 

On a pareillement les égalités 




I a* sin'â 


I b^ sin'^ 


I c» 

sinV 


I b' sin'b' 

= 0, 

I c" sin*c' 

=0, 

1 a" 

sin*«' 

= 0. 

I c"' sin^ c' 


1 a" sin'rt' 


I b'^ 

sin'6' 
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* 334. Faisons sina = sinp = sin7 = i dans la relation (XIII) du même 
numéro 291 ; nous trouvons que 

(VI) i(ûV^-f-^'^''-hc»c'^) = A^-f-B'H-C'-4-S'. 

Ainsi : 

Théorème IV. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectangu- 
laires, la somme des carrés des produits des arêtes opposées est égale à 
quatre fois la somme des carrés des quatre faces, 

* 335. Volume du tétraèdre. ~ Les égalités (II) donnent 

cos'X ~ cos'fi-hcos^v — 2COsXcosf/cosv ~ sin^X — A^' 

d'où Ton lire 

a^H^ — a^ sin^> — a!^ cos^X. 

On trouve ainsi que 

/ 36V' -= a^b^c'ù^ = b^c' (a'sin^ — fl'^cos'X) 

( VU ) I = c^a' ( b^ sin' p — 6"cos V ) 

f — a^b' (c^ sin'v — c'^ sin'v). 


DosTOB. — Déterm, 19 


»9o 


LITRE III. — CHAPITRE T. 


CHAPITRE V. 

LES SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 


§ I. La sphère. — § IL Les surfaces du second degré à centre. — § IH. Les 
surfaces cylindriques du second degré. — § IV. Les surfaces de réTolution 
du second degré. 

§ I. — La sphère. 

336. Expression en déterminant de l'équation de la sphère en va- 
leur des dérivées et du rayon C). — Soient a, b, c les coordonnées 
du centre C d'une sphère, R le rayon de la sphère et x^ jr^ z les coor- 
données d'un point quelconque de la surface. Uéquation de la sphère 
sera 

( /(^»r» a) = (x — ay-^ ij — ô)»-+- [z — cy-\- a (^— ^) (z — c) cosX 
( H- 2 (s— c) [x—d\ cosfA-h 2 (x—a) (/— b) cosv — R*= o. 

On en tire 

f^ = 2(x — a)-^ 7.[y — b) cosv -h i[z — c) cosf*, 

/' = i[x — a) cosv -f- i{jr — b) -,- 2(z — c) cos)^, 

/^ =z 2(X — û)COSfX-f- 2(/— 6) COS>>-f- 2(Z--C). 

Mais l'équation (i) de la sphère peut se mettre sous la forme (200) 
Nous avons, par suite, quatre équations 

4R^-4-2(«~a:)/;^2(^-7)/;-H2(c-z)y; ^o, 

/^-+- 2(a — a:) -H 7.(b — j)cosv -4- %{c — z) cos/x = o, 
/' H- 2(« ~ x) cosv -h i{b —y) -+- 2(c — z) cos^ — o, 
f^-h7^(a — a;)coSfA-+- VL(b —y) cos> -f- 2(c — z) = o, 

(*) G. DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique, 1874, t. LVI, p. io3. 
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entre les trois variables 2 (« — x), a(6— j), ^{c — z). Éliminant ces 
variables, il nous vient Téquation 


(i) 


4R' 

f 


/: 

I 

COSV COS/x 

n 

COSV 

I cosX 

j: 

COSfA 

cosX I 


pour celle de la sphère. 

En développant le premier membre, on ramène cette équation à la 
forme 

4A'R'— sin'X/''^- a(cosftcosv — cosX)/' ./' 


II) 


y " z 

sin*^jP'-i- a(cosv cos). — cosp)/^ ,f_^ 
sin^v/"-i- 2(cos> cos/x — cosv)/' ./' , 


où A exprime le sinus du trièdre formé par les axes de coordonnées. 

337. Équation de la sphère passant par quatre points 
donnés. — Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, 
réquation de la sphère sera de la forme 


(=) 


d -4- 2.ax -h iby^ -h 2,cz •+- j;*-{- j^-h a*=: o. 


(3) 


La sphère contiendra les quatre points Mi, M3, Ma, M4, si 
les coordonnées de ces points 

•^J> ^»> -^i» -^a» y^y ^2 9 ^3> X^9 ^ij ^*9 X** ^* 

satisfont à l'équation (2). On obtient ainsi les quatre équations 

rf-4- laXx -»- aftj, + 2CZi-!- x\ -4-J^J -f- 2j== o, 

d-^ laXi-^- 2éj2-{- 2cz,-\- ^î H- 7*2 4- zl= o, 

d -y 2.aX^-h aéj^s-f- 7,CZz-{- X\ -r J3-I- Z\:::rz o, 
d -\r iaX^-\- nb^A-r- 7.CZ^-\- x\-\- x\-\- Z\=: Oy 

qui fournissent les valeurs de a, b, c et d. La substitution de 
ces valeurs dans Téquation (2) donnera l'équation de la 
sphère. 

Cette équation peut s'obtenir immédiatement. En effet, les 
cinq équations précédentes (2) et (3) sont du premier degré 
par rapport aux quatre inconnues d, ia, ib et 2c; elles sont 
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Cela obtenu, posons 


(*-^.)*+Cr-r,)'+(*-^.)'=MM. =a\ 

(x,-*,)'+ (jr,-r,)'+ (*,-a,r= mTm.'^ ^. 
(*,-*4)'^ Cr,-r4)'+ («5-^,r= m;m;' = «c. 


(x,-x)' + tr«-r)' -t- (2,- z)' = M,M, = 


«; 


puis 


(X, - x,)'+ tr, - rJ* - («, - ',r = M,M, 


(^3-*)' + (r,-r)' -^ (2,-2)' = M, M 


(x,-x,)»+ (jr.-r.)'^ (z.-z,)'= M.M, 


(x -x,)'+ (r -r,)'+ 1« - 2,)'= M M, 


_ /y» 


= P'. 


7'. 


— ;î2 


(^i-^3r+(r.-ra)'-(^t-*3)^ = M,M3 = 


e'. 
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Si nous substituons ces carrés dans la dernière équation qui précède, 
nous obtiendrons la relation à trouver 


(IV) 




a^ 

^^ 

P' 

^ 

«* 



b^ 

e' 
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^^ 

h^ 



c* 

a* 

P' 

«» 

c^ 
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e^ 

7' 

a'' 

^ 




— o. 


§ IL — Les surfaces du second degré a centre. 

339. Forme en déterminant de Téquation de rellipsoîde et 
des deux hyperboloïdes. — Considérons Tellipsoïde 

x^ Y" z^ __ 

rapporté à trois diamètres conjugués id y iV ^ id . L'équation 
peut se mettre sous la forme 


(I) 


6'»c"ar»-4« c"a"j'-J- a'^6'»a»=a'»fc''c". 
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Joignons un point quelconque M de la surface [fig* 16) 
dont les coordonnées sont Xy j, z^ au centre de la surface 
et aux extrémités A', B', C des demi-diamètres positifs OA', 
OB', OC et tirons les droites B'C, C'AVA'B'. Nous formons 
ainsi les quatre tétraèdres OMB'C, OMC'A', ÔMA'B' et 
OA'B'C. 

Fîg. 16. 



Appelons v l'angle A' OB' compris entre les deux demi-dia- 
mètres 0A% OB' et désignons par v' Tinclinaison du troisième 
demi-diamètre OC sur le plan OA'B' des deux précédents. 

Si nous prenons le triangle OA'B' pour base du tétraèdre 
M OA'B', la hauteur de ce solide sera la perpendiculaire MH 
abaissée du point M sur le plan OA'B'. 

Or il est facile de voir qu'on a le triangle OA'B' égal à 

iOA'.OB'.sinA'OB'=r|a'è'sinv; 

de plus, si nous menons MP parallèle à OC jusqu'à la ren- 
contre du plan OA'B' en P et que nous tirions PH, nous 
aurons MPrrirz et l'angle MPH = v'; par suite on voit aussi 

que 

HM = MP.sinMPH = z sin v'. 

Il s'ensuit que le volume du tétraèdre MOA'B' sera 

lOA'B'.MH— ia'6'sinv.zsiny::=ia'è'z.sinvsinî;'. 

Mais sinvsinv' est précisément (233) le sinus A du trièdre 
OA'B'C formé par les trois demi-diamètres OA', OB', OC; 
donc il nous vient 

vol.OMA'B'^-ia'è'z^A. 
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On verrait de même qu'on a 

vol.OMCA'=:|c'a'j.A, \o],OMB'C' =ib' c' x.A; 

et, comme vol.OA'B'C— ^a'^'c'.A, on trouve que, si Ton 
multiplie Téquation (i) par iV^S ^^ ^^^^ 

(2) voKMOB'C-hvoP.MOC'AH-voP.MOA'B'==voP.OA'B'C\ 

Ainsi Inéquation (i) d^ V ellipsoïde, rapporté à trois dia- 
mètres conjugués, exprime que, si l* on joint un point quel- 
conque de la surface aux extrémités des trois demi-diamètres 
conjugués, la somme des carrés des trois tétraèdres ainsi 
obtenus est égale au carré du tétraèdre formé par ces trois 
demi-diamètres, 

340. Cela étant compris, supposons que l'ellipsoïde soit 
rapporté à trois axes quelconques passant par le centre de la 
surface et comprenant entre eux un trièdre, dont nous repré- 
senterons le sinus par A, Soient jr,, jn* ^il ^u X** ^a; x^, jr^, z^ 
les coordonnées des extrémités de trois demi-diamètres con- 
jugués quelconques OA', OB', OC; et désignons par a;, j, z 
les coordonnées d'un point quelconque M de l'ellipsoïde. 

Nous avons (307) le tétraèdre MOB'C égal à 


=^iA 


et, comme les expressions pour les volumes MOC A', MOA'B' 
et OA'B'C sont analogues, nous obtenons, en substituant dans 
l'égalité (2) et en divisant par y, A% 
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Zx 

Xi J2 
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x^ 

73 

Zz 
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1 

Xx r. 
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X2 jTi 

Zt 

^3 ^3 

^3 


Xx 

r- 

Z, 


^2 Ja 

Zt 


^3 J3 

Zz 


•2 


(I-) 


Telle est V équation de Vellipscfide rapportée à son centre, 
en valeur des coordonnées des extrémités de trois demi-dia- 
mètres conjugués ( * ) . 


(*) G. D08TOR, La Science, i855, 2* semestre, p. 998. — Archives de Mathé- 
matiques et de Physique, 1866, t. LVI, Revue bibliographique, p. 5. 
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relations de conditions demandées seront 


il 


a' H- 6' -4- c= + 2 6c cos> -f- 2 ca cos/ut -{-lab cosv 

"^ ^ A«H-B6-+- Ce 

a-h b cosv -4- c cosfi 


(I) 


«cosv 


ccosX 


B 

acosix-h 6cosXh- r 

c 


Ces conditions peuvent s'obtenir sous une autre forme. 
Entre les trois équations (5), éliminons b et c; il nous 
vient réquation 


A a' 


1) 

W 

Cm» 


«cosv 


cosv COSfX 

I cosX 


= 0, 


— rrr + aCOSfX cosX I 


dont le premier membre est la différence de deux détermi- 
nants. On en déduit par suite 


a cosv cos/x 
a cosv I cosX 
acosfx cosX I 


A_M» 

Bw» 
D' 


cosv 


COSfJt 

cosX 


cosX 


= 0, 


ou bien 


a 


I cosv cos/x 
cosv I cosX 
cos/:x cosX I 




Â cosv COSfl 

B I cosX 
c cosX I 


^1 


Nous trouvons ainsi, en développant, une nouvelle exprès- 
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sion des relations de condition 

D'A' Asin^X + B(cos> cosfji — cosv) + C(cosvcos>— cos/x) 

a* ~~ . . a 

,-,, . Bsin'|u-+- C(cosfjLCosv— cosX) -f- A(cosXcosfx-- cosv) 

C sin'v 4- A (cosv cosX — cos/ut) -f- B (cos/xcosv — cosX) 

c 


§ VII. — Distance du point au plan et plus courte distance 

DE DEUX droites. 

269. Distance d'un point à un plan (*). — Soient 

(i) A;r-4-B/-hCz -!-D = o 

\ réqualion du plan; x\ /, z' les coordonnées du point 
*donné P;/?la perpendiculaire abaissée de ce point sur le 
plan(i); et a, (3, y les inclinaisons de cette perpendiculaire 
sur les trois axes de coordonnées. 

Par le point P menons le plan parallèle au plan (i); son 
équation sera 

(2) Ao: -4- B74- Cz = kx'-^ B/-h Cz'. 

Les deux plans (i) et (2) coupent les axes de coordonnées 
aux distances de l'origine respectivement égales à 


et 


D ^ D 

-A' * B' '^ - 

D 
"C' 

, AiP'+Br'+Cz' 


^ -A 



b = 5 —^ 

, A.r'-f-Br'H-Cz' 
c = -^ • 


(*) Dostob, Archives de Mathématiques et de "Physique ^ 1875, t. LVII, p. aaS. 
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D'après cela, il est évident qu'on a 

p = («'— a) cosa = î^-r 


cosa, 


p = (6 — 6) cos(3 = =^-^ cosp, 

15 

p = (c — c) cosy = ^ cosy ; 


d*oii nous tirons 


cosa = 


Ap 

A^'-f-Br'-f-Cz'+D' 

Bp 

^^®P""Aa:'-4-B/H-Cz'^-D' 

Ç£ 

A^'+B/-f-Cz'-4-D 


cosy 


Substituons ces valeurs dans la relation (III) du n^ 231; 
celle-ci devient 


I 
kp 


kp 


^P 


Cp 


kx'- 


Aa/-i-B/-hC2'-i-D 

^P 

kx'-hBy-^Czf-^D 

cp 

Ax'-hB/-+-Ca'-i-D 


B^-hCz' 
I 

COSV 
COSfA 


D A^'-hB/-hCz'-f-D kx'-hBf-hCz'-hd 


COSV 


COSfi 


cosX 


cosX 


Multiplions la première ligne et la première colonne 

Ax'+Br-+-Ca -4-D ^. „^ 

par * — ^^ — 


p 


5 

U\J\A 

9- UJk#»CI 

ivriit? t V 

U VtCllilV/II 


{Ax'-¥-By + 

c 

Z'A- 

D)' 

A 

B 

c 

l 

p' 








A 




I 

COSV 

COSIJL 

= o> 

B 




COSV 

I 

cosX 


c 




cos/x 

cosX 

I 

1 
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qui donne 




o A B C 

A I cosv' cos/x 

B cosv I cos> 

C cos/:x cosX I 


où A représenle»le sinus du irièdre formé par les axes de 
coordonnées. 
De régalilé (3) nous lirons 


(I) 


P = 


(A^'+B/+C2'-+-D).A 



A^sin*)v-4- 2BC(cos/:jtcosv — cosX) 

B'sin*|x -♦- 2CA(cosvcosX — cos/ji) 

-4-C' sin'v -+- aAB (cos>cos|x— cosv) 


pour la distance demandée. 

La distance de l'origine au plan (i] s'obtient en po- 
sant x'=y= z'= o dans (I); elle sera 


(II) 

en faisant^ pour abréger, 


-I- 


/>=- 


DA 
U 


(4) 


-h 2BC(cos|utcosv — cosX) 

-f- 2CA (cosv COSX — COSfx) 

2AB(cosXcos|x— cosv) 



= E. 


370. Distance d'un point à Tun des plans de coordonnées. 

— Le plan (i) se confondra avec le plan des j^, qui a pour 
équation ^ == o, si Ton a B = C = D = o. Dans ce cas, la for- 
mule (3) se réduit à — "—- — = A^sin'X et donne p = -t-^« 
^ ^ p^ ^ smX 

Les distances /?, g, r du point {x\y,z') aux trois plans de 
coordonnées x = o, y=io, z=^o seront donc 


(III) 


Ax' A/ 

p=-7—^9 Q = — — î 
' sinA ^ s\n[jL 


r==: 


àz' 
sinv 
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271. Équation de la droite dont tous les points sont à 
égale distance des trois plans de coordonnées. — Si les dis- 
tances (III) sont égales entre elles, nous aurons entre les 
coordonnées du point (x',y ,z') les relations 


x' y' z* 


sinX sin/x sinv^ 

ces équations représentent donc le lieu des points équi- 
distants des trois plans a: = o, j = o et z = o ; ce lieu est une 
ligne droite ayant pour équations 

(IV) X r z 


— sinX 

smp 

smv 

■ 

X 

r 

z 

sinX 

-- sinfji 

sinv 

X 

r 

z 


sinX sinp sinv 

» 

On trouverait facilement que les trois droites qui ont leurs 
points également éloignés des trois faces des trièdres OX' YZ, 
OXY'Z, OXYZ' sont représentées par les équations respec- 
tives 

X y z 


(V) 


sinX sinfx — sinv 

272. Angle de deux plans donnés par leurs équations (<) 

Soient p et p' les perpendiculaires abaissées de l'origine sur 
ces plans ; a, (3, y et a', p', / les inclinaisons de ces perpendi- 
culaires sur les axes de coordonnées; nous avons évidem- 
ment 

cosa= — ^? cos(3= rJ-> cosy ±= :^i 


(*) DosTOR, Archwes de Mathématiques et de Phj^sique, 1875, t. LVII, p. aSi. 



et 


cosa':= — 
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cy 

D' 


Si nous substituons ces valeurs dans la relation (XX) du 

n° 244, après avoir multiplié la première colonne par 

D' 
et la première ligne par — —7? celte relation deviendra 



DD'cosi9 


PP' 


A 


B 


C 

et donnera 

in. W^ 

'COS0 


A' 


B' 


C 


1 COSV COSfX 

COSV I cosX 
COSIJL cosX I 


= 0, 


pp' 




A' 

B' 

c 

A 
B 

I 

COSV 

COSV 
I 

COSfX 

cosX 

C 

COSfX 

cosX 

I 


= K% 


en faisant par abrévation 

K' = AA' sin»A -f- (BC' + CB') (cos/xcosv - 

(6) { -4- BB' sin> + (CA'-4- AC) (cosv cosX - 

-h ce sin^v -f-(AB'-f-BA')(cosXcos//.- 

Mais, en vertu de la formule (II), nous avons 


cosX) 
cos/z) 

cosv). 


par suite nous obtenons, en substituant dans (5), 


cosô = 


HH'' 


a38 
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OU, en remplaçant K, H et H' par leurs développements (6) 

et (4), 

AA' sin^X -+- (BC'-f- CB' ) (cosp cos v — cosX) 

4- BB' sîn>-4- (CA'-f- AC) (cos v cosX - cosfji) 

/^rwx ^ ▼ -4-CC sin»v-f-(AB'H-BA')(cosX cosa— cosvl 

(VI) C0S6=: ^ ^^ ^ 



/ A' sin'X -h2BC(cos/xcosv — -cosX) 
B' sin'/x -h 2CA(cosv cosX — cosfx) 
C* sin*v H-2AB(cosX cosfx— cosv) 


X 


v/ 


/ A'^sin' 
i /-f-B'»sin» 
V +C'*sin» 


X -h 2BO ( cos /:x cosv — cosX) 
fxH- 2CA(cosv cosX — cos fi) 
V -*-2AB(cosX cosfx— cosv) 


273. Condition de perpendicularité de deux plans. — Elle 
s'obtient, en posant cosô = o dans Tégalité (5), et sera expri- 


(VII) 



A' B' C 

• 





A I cosv cosfx 





B cosv I cosX 

— 0, 




C cosfx cosX r 




AA'sIn^X -f- (BC'-4- CB') (cos>cosv 

— cosX 

1 


H-BB'sîn>-f- (CA'+ AC) (cosv cosX ■ 

— COSjtx) 


-4-œ 

sin»v -h(AB'-*-BA') (cos 

X cosjui 

— cosv)=o, 



(VIII) 


dont la dernière peut encore se mettre sous Tune ou Tauire 
des deux formes suivantes : 

A'[A sin'Xn-B (cosX cos /:x — cosv )h-C (cosv cosX— cos/x)] 
(IX) |h-B'[B sin'|ut-+-C (cosfxcosv --cosX)-i-A (cosXcosfx— cosv)] 

C'[C sin'y -f A (cosv cosX — cos/x)4-B (cos/icosv --cosX)]=o» 


A [A'sin^X 

(X) ]+B[B'sin»fx 
(-♦-C[C'sin»v 


B'(cosXcos|ut 
C (cos fx cosv 
A' (cosv cosX ■ 


cosv) -f-C'(cpsv cosX 

cosX) -f-A'(cosX cosfx 

COS/:x) H-B'(C0SfXCOSV 


cos/x)] 

cosv)] 
cosi)]=o. 
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274. Plus courte distance des deux droites 

* 

^"^^ i A'^4-B>-*-C'z + D'=:o; 

Par chacune de ces droites menons un plan parallèle à 
l'autre droite ; nous obtenons ainsiles deux plans (IV] et (VII) 
des n»' 263 et 265. 

Il est évident que la plus courte distance des deux droites 
(7) et (8) est égale, en valeur absolue, à la différence d — d' 
des distances à Torigine i et à' des deux plans (IV) et (VU). 

Posons, pour abréger, 

(9) 6c'— c6'=Jl,, ca! ^ ac' = '\S^, ab' —ba'=Q; 

les équations des deux plans (IV) et (VII) s'écriront (VI, 
n<>264) . 

tX>x -+- ifb/ -*- Gz -4- (D = o, 

«A)a: -f-. lO)/ -4- G2f — ÛE)' = o ; 
et nous aurons 


i = 


±: v^X^-f- ifc'-f- C dz v^a)l,^-f- -ifo'-h G* 


Nous avons^ par suite» 


(XI) rf=d-ô'=r 


(]b)-4-(D' 


dz V'jio^ -f- -lib' + e* 


où il reste à calculer (D + CD' et oAo' -h -lib' H- G^ en valeur des 

coefficients des équations (7) et (8) des deux droites données. 

En vertu des notations (11) et (12] des n'^' 264 et 265, nous 


a4o 
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avons d'abord 







/ 

A 

B 

C D 


A 

B 

C 



1 00-4-00' = 

A' 
A" 

B' 
B" 

C D' 

C" 

-H 

A' 

A" 

B' 
B" 

C 

c 



D' 

(lo) ^. 

A" 
A 

B* 
B 

C" o 
c D 


A' 

B" 

c 

D' 


A' 
A" 

B' 
B' 

C D' 

C D* 

= A. 




\ 

A" 

B* 

C D" 







Ensuite les valeurs (9) nous donnent 

<A>»-f- ife'-h e»= (6c'— cy)»4- [ca' — a&y-h [ab' — baj, 

ou, en vertu de Tidentité de Lagrange (llS), 

(11) X^-h'\S^^-+'e^ = (a^-hb^'hc^)(a'^-hb"-^c'')-{aa'-^bb^-hcc')\ 

Mais par les égalités (ii) du n"* 264 on a» en vertu de la 
même identité^ 

a^^b'-^c' = (BC- CB')^+ (CA'- AC')'^- (AB'-BA')» • 

= l A' -H B» -f- C') (A'^ -k- B'» 4- C'') - ( AA' -h BB' -+- CC')', 

a'^ ^ ^'> _H c" = ( A'"-+- B'^-^ C") ( A'^-i- B'^'-H C"') - (A''A'"-4- B'^'"-+- CC")', 

aa'^bb'-hcc'= ( AA" -f- BB" h- CC") ( A'A"'-f- B'B"'+ C'G"') 
- ( AA"'-h BB'"-+- CC"') ( A'A"-+- B'B"-h CC"). 

Si nous substituons ces valeurs dans l'expression (11), puis 
le résultat de celle-ci ainsi que (10) dans la fraction (XI)^ nous 
obtiendrons pour la plus courte distance d la valeur 


(Xll) d = 



A 

B 

C 

D 



A' 

B' 

C 

D' 



A" 

B" 

C" 

D" 



A"' 

g« 

C 

D"' 




[(A^ -^B' -^C) (X" -+-B" 4-C'^) -(AA' -+-BB' -t-CC')'] 
X [(A"> ■+. B"^ H- C"») (A"'^ -i- B"" -h C"") - (A"A"' 4- B'B^^ CCf] 

_ r ( AA" + BB" 4- CC" ) (A' A"' 4- B'B"'V C'C"')T 
I - { AA"'4- BB"'-h CC") (A' A" 4- B/B" -^ CC") J 
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Les deux droites (i) et (2) se couperont, si Ton a rf=: o, ce 
qui exige que A = o. Nous retrouvons ainsi la condition 
nécessaire et suffisante pour que les quatre plans (i) et (2] 
passent par un même point. 

§ VIII. — Application de l'identité de Lagrange au calcul 

DES DISTANCES DANS LA GÉOMÉTRIE DE l'eSPACE. 

275. L'identité 

où 

(2) Aj = 6,c,-tf,6„ B, = Cj «, — ûr, c,, C,^a,b^ — b,a^, 

que nous avons obtenue au n° lia, peut se vérifier directement. Elle a 
de nombreuses applications dans plusieurs branches des Mathématiques. 
Nous en ferons usage pour déterminer, en Géométrie analytique, les 
distances du point à la droite et au plan, ainsi que la plus courte dis- 
tance de deux droites. 

Cette application est fort ingénieuse ; elle est surtout remarquable par 
sa grande simplicité. Nous en devons la communication à Tobligeance de 
M. Hermite. Elle repose sur la solution des deux questions suivantes, 
que nous résoudrons, en nous conformant à la méthode indiquée par 
l'habile et profond analyste. 

276. Problème I. — Déterminer la valeur de x qui rend mînima In 
somme des trois carrés 

(3) S^=: [ax -+- a'Y-i- [bx -h b'Y-\- (ex + c')\ 

et calculer la valeur de ce minimum. 
Dans ridentité (i) posons 


«,-«, 

tfj -- ax -\- a , 

6.^6, 

b^=^bx^ b\ 

<-\ - c, 

c, — ex -\- c\ 


Nous aurons, eu égard à (2), 

A, = b^c^-^ c^b^=z b[cx-h c') — c{bx-h b') = bd — ch ^ 
D08TOB. — Déterm, i6 
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et, en général, en supprimant les indices dans Âp B,, C^ 
(4) k=^bc'—cb', B = ca'—ac', C = ab'—ba'. 

Nous trouverons de môme que 

a^ a^ -\-b^b^-\- c, r^ = («*-+- b^ 4- c^)x -h aa!-\- bb'^ ce'. 

Si nous substituons ces expressions dans notre identité (i), elle de- 
viendra 

(a2_^ ^2_^ ^2^32^ ^2_^ B'-f- C'-f- [(a^-f- b^-^ à)x -f- ûfl'+ ^^'4- cc']^ 

et donnera 

A'-f-B'-hC . \{a^-^b^-\-c^]x-\-aa'-r-bb'-\-cc'y 


13 


S' = 


a' -h ^^ H- c^ a^ 4- ^^ -f- c^ 


Ce développement de S* se compose de deux parties positives, Tune 
constante et l'autre variable; par suite S' atteindra son minimum lorsque 
là partie variable se réduira à zéro. 

Nous en concluons que la valeur 

_ aa' -+- bb' -^ ce' 

rend minima la somme des trois carrés (3), et que la valeur de ce mi- 
nimum est *• 

, A' - h BM- C _ [bc!-cyy-\- [ca'~ adY-^ (ab'— ba'Y 
(") ^ -'à^-^b^-^c' ~ a'-^O'-i-c^ 

277. Problème IL — Déterminer les valeurs de x et y qui rendent 
minima la somme des trois carrés 

(5) S=^=: {ax-^a'x-{-a"Y-h (bx -h b'y-h b"y-h [ex -i- cy-h(f)\ 

et calculer ce minimum. 

Dans l'identité (i) nous poserons 

a^ = b'c — cb', a^— ax-\- a' y h- û", 
b^ — ca' — ac', b^— bx -{- b'y -h ^", 
c^ = ab' — ba'^ c^~ ex -+- c'y -»- c", 

et nous conserverons les notations (4). 
Nous aurons d'abord 

(6) a,o^^b^b^-\-c,c^ 

= (A/2 4-B^»-f-Cc)^-i- (Afl'-hBè'-4-CcV-f-Aû'-+-B^»"-+-Cc'. 


LA DROITE ET LE PLAN. 243 

Or il est évident, par rinspection de (4), que, dans le coefficient 
Aûr-+- B^ H- Ce de x, les expressions A, B, G sont les déterminants mi- 
neurs des éléments de la première ligne du déterminant 


a 
a 


b c 
b c 


a' b' 


par suite le coefficient de x est égal à ce déterminant et s'annule. On 
verrait de même que le coefficient A«'-f- B^'-+- Ce' de j se réduit aussi 
à zéro. Quant au troisième terme ka" -\-^b"-^- Ce", il est facile de voir 
(^u'il est égal au déterminant [ab'c"). 
Nous pouvons donc écrire 


(7) 


(8) 


Aa-+-B6-+-Cc = o, Aa'-+-Bè'-+-Cc' = o, 

abc 

I 

C 


A«"-hB^>"-hCe" = 


a' b' -' 


a!' b" c" 


= A 


de sort3 que l'égalité (6) revient à la suivante : 


(9) 


«, a^ -^ 6^ ^2 -h e, c.^ = A. 


On trouve ensuite que 

b^c^ — c^b^ = B{cx -r- c'y -h c") --C{bx -+- b'f-h b"]. 

^ Cj ûTj — ût, e, = C {ax -h a'y-\-a") — A [ex -^ jc'y h- d'), 

a^b^— b^o^= k[bx -t- b' y-i- b" ) — B[ax-^ a'y-^ a"). 

Si nous substituons ces valeurs et celle donnée par ( 9) dans l'iden- 
tité (1), elle deviendra 

(A=^H- B'-i- C') s^=-ùi?-\- [k{bx-\-b'y-^ b") — B(ûfx -f- rt' j -+- a")Y 

-f- [B [cx-^c'y-^ e") — C (bx h- b'y -4- b")Y 
-f~ [C(ax-i-b'x-i- a") —A [ex -h c'y -h c")]\ 

Le second membre se compose de quatre carrés, dont le premier est 
constant et dont les trois derniers sont variables; par suite, il atteindra 
son minimum, si les trois carrés variables s'annulent; donc le minimum 
de s^ est 


(III) 




A' -H B'^ H- C^ ' 


16. 
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et les valeurs de x et y^ qui fournissent ce minimum, sont données par 
les deux équations 


(10) 


ax-^ a'y-^ a" bx -h b'y -h b" cx-^c'y-^c" 


B 


278. On obtient de suite la valeur commune k de ces trois rapports, 
en multipliant les deux termes de ces fractions respectivement par A, B, C, 
et en ajoutant les numérateurs ainsi que les dénominateurs. On trouve 
de la sorte, en tenant compte des égalités (7) et (8), que 


k = 


W 


^s\ 


Nos égalités (10) nous fournissent ainsi les trois équations 


(II) 


j 


ax -f- a' y -+- û' — A*' = o, 
bx -f Vyr^b" — B j' = o, 

ex -^ c'y -f- c" — C f * = o, 


desquelles il sera facile de tirer les valeurs de x et y. 

Pour avoir la valeur de x^ nous multiplierons les équations (ii) res- 
pectivement par bW — c'b"^ da"— a'c*, db"— b'af et nous ajouterons: 
le coefficient de x^ dans le résultat, sera (équation 8) 

a[b'&' — c*(f) -^ b[c'a" — (^ c") '^c[e^ b" — b'a")^ ^', 

celui de y deviendra nul, pendant que le terme connu se réduira au pro- 
duit de — s^ par * 

A a' tf" 

k[b'c''—c'b"] -f-B(c'«''4-ûV') -hC(fl'^"~^V) 


B b' b" 
C c' <f 


= A.. 


AA. 


Nous avons par suite Ax — ^'A, = Ax — -7-= — 5-^ — ^. = o, d'où nous 

tirons 

k a" a' k a a' 

B b" b' 


(IV) 


X -- — 


C c 


n ^f 


k b b' 
C c c' 


en observant que 

A'-+-B^+C'-A(6c'-c3')-f-B(c/ï'-«c) -h C(tf^'~^û') = 


k a a' 

^ b y 

c c c' 
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On trouverait semblablement que 
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(V) 


7=- 


A 

a 

û" 


A 

a 

a' 

B 

h 

b" 

• 
• 

B 

b 

b' 

C 

c 

c" 


C 

c 

c' 


279. Distance dn point P (x',/, z') à la droite 

Désignons par x^ y^ z les coordonnées d'un point quelconque M de 
cette droite ; la distance PM = D des deux points P et M sera 

pour des axes rectangulaires ; mais, le point M appartenant à la droite (12), 
on peut remplacer x et^ par leurs valeurs (12), ce qui donne 

D'=(«3H-/?— x')'h- {bz-^q-yy-^[z-^z'Y. 

La valeur minima de D sera la distance demandée d. 

Pour obtenir cette valeur, il nous suffira d'identifier cette expression 
avec celle (3) de S^ Pour cela, dans (3), nous remplacerons x par z et 
nous poserons 

c~i, a'^p — x\ b'—q—y^ c' = — z\ 
ce qui transformera les valeurs ( 4 ) dans les suivantes : 
A=y— ^^'— <7, B = ~x'-+-flz'-+-;[7, C = b(x'^p)-^a(y-'q). 

La distance d du point P à la droite (12) est donc, en vertu de la for- 
mule (II), 

à^-^b'^-T-i ' 


et le z de l'extrémité de cette longueur sera, eu égard à (I) , 

(Vil) 


_ ax^ -)- by H- z' — [ap h- bq) 


a' 


2S0. Distance du point P (x\y^ z') an plan 
(»3) ax -^-by -^cz-i- d — o, 

Désignons par x, /, z les coordonnées d'un point quelconque M du 
plan (i3); la distance PM = D des deux points P et M sera donnée par 
la formule 

D»=(x-J:')*-+-(J-./)^^-(z-z')^ 
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pour des coordonnées orthogonales. Mais, le point M appartenant au 
plan (i3), on pourra remplacer z par sa valeur en fonction de x etj, 
que fournit Téquation (i3) et qui est 


a b d 

c 

en posant 


z = X y = mx -+- ny -r- p^ 


a b a 

m — î n — f p = • 

c c "^ c 

Il vient ainsi 

D'= [x — x'f-h (r — yy-^- ('wa: -h ny ~\- p — z')'. 

La valeur minima de D sera la distance cherchée d. 

Pour obtenir cette valeur nous n'avons qu'à identifier cette expression 
avec celle (5) de S', en posant 


a - I, 

b =Of 

c niy 

û' — o, 

*'-i, 

c' /z, 

«" :=:: — x' 

b"--y. 

c* —z'-hp. 


Ces hypothèses changent les valeurs (4) dans les suivantes : 

A— — w, B = — /z, C = i, 
de sorte que 

pendant que le déterminant ( 8 ) ou A devient 


I o m 

CI n 

I x' —y r—z'-hp 


mx'-x-ny-^p--z'= [ax'-\-by-^cz'-t-d). 


_„ ^j , 


La distance d du point P au plan (i3) est donc, en vertu de la for- 
mule (lU), 

ax'-^hy^cz'^ d 


yja^ -¥- b^-h c^ 


(VI) 


Les o: et jr de l'extrémité de cette longueur sont fournies par les for- 
mules (IV) et (V). 
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285. Plus courte distance des deux droites o^ ^ / 

x — p_x_— q _z — r 

('4) { . , , 

^—p y~n z—r , 

a b c 

La distance D du point M (x, j, z) de la première droite au point M' (^', j' , z') 
de la seconde est donnée par la formule 

Remplaçons ces coordonnées par leurs valeurs, tirées de (i4) en fonc- 
tion de u et u\ 

x — au -h p, y =rz bu ~ q^ z -- eu -".- r, 
x-^a'u'-^p\ y=.b'u'-r-q\ z'-rc'w'-4-r'; 

nous aurons 

D- = (au — a'u'-hp — p'Y-^- [bu - b'u'-^ q - q'f-^ {cu — c'u'-hr — r']\ 

Pour que cette expression soit identique avec (5), il nous suffira de 
remplacer dans cette dernière ^ et/ par u et a', a, b\ c'par — a', —b\ — d 
et de poser en outre 

a" = p—p\ h''^q — q\ c''_=r — /. 

Nous aurons ainsi 

A=-{bc'-cb'), B=—{ca'-ac'), C =^ - [ab' — ba' ) 
et 

A = ip-p') [bc' — cb') -4- [q - q^) [ca'— ac')-i- [r— r') [ab'— ba'). 
La plus courte distance des deux droites (14) sera donc 

[(bc'—cb') (p - p') i- [ca'- ne') (q~q']-^ (ab'~ ba') (r-/)]' 


(vn) d}= 


[bc — cb' j' -4- [ca — ad )^-i- [ab' — ba')' 
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CHAPITRE IV. 

LE TÉTRAÈDRE. 


§ I. Propriétés du tétraèdre. — § II. Expressions diverses du volume du té- 
traèdre. — § ni. Expressions diverses du rayon de la sphère circonscrite 
au tétraèdre. — § lY. Rayon de la sphère inscrite dans le tétraèdre. — 
§ y. Tétraèdre circonscriptible par les arêtes. — § VI. Tétraèdre équifacial. 
— § VII. Tétraèdre à arêtes opposées rectangulaires. 


§ I. — Propriétés du tétraèdre. 

282. Notations. — Considérons le tétraèdre SABC [fig. lo). 
Nous représenterons par û, b, c les trois arêtes SA, SB, SC 
issues du sommet S et par X, /ix, v les inclinaisons mutuelles 
BSC, CSA, ASB de ces arêtes. En outre, nous désignerons par 



V, /ix', v' les inclinaisons des mêmes arêtes a, b, c sur les 
faces opposées SBC, SCA, SAB du tétraèdre, et par a', b'y c' 
les trois autres arêtes BC, CA, AB respectivement opposées 
aux premières. Nous indiquerons d'ailleurs par a, (3, y les 
angles que forment entre elles les arêtes opposées a et a^ 
b et b\ c et c' et par S, A, B, C les ftices triangulaires ABC, 
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SBC, SCA,SABdu tétraèdre, qui sont respectivement opposées 
aux sommets qui portent les mêmes lettres. 

Si nous récapitulons ces notations, nous voyons que 

l'arête SA = a, SB = è, SC = c; 

l'arête BC = û', CX = b\ AB = c'; 

l'angle plan BSC = l, l'angle CSA = fx, l'angle ASB = v ; 

l'angle (SA, SBC) = V, l'angle (SB, SCA) = p', l'angle (SC, SAB) = v'; 

l'angle (SA, BC) = a, l'angle (SB, CA) = 6, l'angle (SC, AB) = 7; 

la face ABC = S, la face SBC = A, SCA = B, SAC = C. 

Nous aurons toujours soin de désigner chaque angle dièdre 
du tétraèdre par la lettre qui représente l'arête d'intersection 
des deux faces du dièdre. 

■ 

283. Théorème I. — Dans tout tétraèdre, le double produit 
de deux arêtes opposées par le cosinus de leur inclinaison 
mutuelle est égal à la somme des carrés de deux arêtes oppo- 
sées, diminuée de la somme des carrés des arêtes opposées 
restantes ('). 

Projetons la ligne brisée CSAB (/ig. 10) sur l'arête CB, nous, 
obtenons l'égalité 

es cosSCB -\- SA cosa H- AB cos ABC =: BC, 

ou 

c cosSCB -f- a cosa -h c' cos ABC = a ; 

nous en tirons 

a cosa zzna —c cosSCB -- c' cos ABC, 

et, en multipliant par 2^1', 

(i) 2«a'cosa = 2a"— - 2c«' cosSCB— 2c'«' cosABC. 

Mais les deux triangles SBC, ABC donnent 

6» z=r c' -f- a'^— 2C a' cos SCB, 
b'^:=z c^^^a!^— 7. c'a' cos ABC 


C) DoSTOR, Notwelles Annales de Schématiques , a* série, 1867, t. VI, p. 452 
- Archives de Mathématiques et de Physique^ 1875, t. LVII, p. i38. 
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ety par suite, 

a"— 2c a' cosSCB — fe' _ c', 

«'»— 2 c'a' cosABC— b'^— c'K 

Subsiiluant ces valeurs dans l'égaliié (i) et concluant par 
analogie, on obtient les irois relations 

I^aa! cosa = h" h- fe" — c» — c'% 
266' cos(3 -z c' -^ c'^— a^— à\ 
ncc' cosy =za}-^a"— 6'— b'\ 

284. Coroilaire. — Ajoutons ces trois égalités membres à 
membres, nous en déduisons la relation 

(II) aa! cosa + bb^ cosj3 H- ce' cosy — o, 

qui prouve que des trois angles a, p, y /'«/i aw moins est aigu 
et l'un au moins est obtus^ et que, si deux de ces angles sont 
droits, le troisième l'est aussi, 

285. Théorème IL — Dans tout tétraèdre, la projection d'une arête 
sur l'arête opposée est égale à la différence des projections de deux 
arêtes, adjacentes d'un même côté à la première arête, sur la même 
arête opposée. 

Dans la relation 

aaa'cosa = b^-\- h'^— c'— c'^, 

remplaçons U^ et c" par les valeurs 

h'^= c^-+- a^— icacos>\L et c'^—a'^-^b^ — aûècosv, 

que fournissent les deux triangles SCA et SAB ; elle devient 

laa'cQ^oL = lab cosv — o.ca cosp. 

On en tire, en divisant par 2 a, puis par analogie, 

Ifl'cOSa = b cosv — c COSfX, 
^'cosP -- c cos). — a cosv, 
c' COS7 == a cos fA — è cos^. 

286. Corollaire. — Multiplions ces trois égalités respectivement par 
cosX, cospL, cosv et ajoutons les équations résultantes; nous obtenons la 
relation remarquable 

(IV) a' cosa cosX -h è' cosp cospt -h c'cosv cosv = o. 
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287. Théorème III. — Dans tout tétraèdre^ chaque face est égale à 
la somme des produits qiCon obtient y en multipliant chacune des trois 
autres faces par le cosinus de son inclinaison sur la première face. 

En effet, chaque face est égale à la somme des- projections sur elle des 
trois autres faces; or les projections des trois faces A, B, C sur la face S 
sont respectivement 

Acosû', Bcos^', Ccosc'; 

on a donc 

S = A cos«' H- B cos b' -h C cosc'. 

288. Relation entre les six angles dièdres d'un tétraèdre. — 
D'après le théorème précédent, nous avons • 

— S -h A cosû' -f- B cosô'-h C cosc'=r o, 
S cosa'— A -r- B cosc -+- G cos^ = o, 
S cosô'-f- A cosc ~ B -h C cosa =■ o, 
S cosc' H- A cosô -h B cos« — C = o. 


(*) 


Éliminant les trois faces A, JB^-C entre ces quatre équations, nous 
obtenons la relation cherchée 


i' 


(V) 


— I cos a! cosb' cosc 

cos a' — I cosc cos^ 

cosb' cosc — I cos a 

cosc' cos6 cosa — I 


= o, 


dont le développement est 


(VI) 


sin^acos'fl'-»- 2 [cosb cosc -\- cos a) cos è' cosc' 
sin^b cos'b'-i- 2 (cosc cosa -h cosb) cosc' cosa' 
sin^c cos^c' -h i{cosa cosb -i- cosc) cosa' cosb' 
— I — cos'fl — cos'^ — cos'c — 2 cosfl cosb cosc. 


289. Théorème IV. — Dans tout tétraèdre, le carré de cliaque face 
est égal à la somme des carrés des trois autres faces, diminuée de la 
somme des doubles produits qiCon obtient en multipliant deux quelconques 
de ces faces par le cosinus du dièdre compris. 

Les quatre équations (2) peuvent se mettre sous la forme 

S — A cosa'— B cos ^'—C cosc'— o, 

A — B cosc — C cos^— Scos<7'— o.cos^'— o.cosc'— o, 
B — C cosa — A cosc — ccosa'— Scos^'— o.cosc'= o, 
C — A cosb — Bcosa — o.cosa'— o.cos^'— Scosc'= o; 


aSa 
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si nous éliminons les trois quantités — cosiz', — cos^', 
ces quatre équations, nous obtenons la relation 


Gosc' entre 


(VH) 


S ABC 

A — Bcosc— Ccosô S o o 

B — Ccosa — Acosc o S o 

C — A cos6 — B cos« o o S 


= o, 


qui, étant développée, revient à 

(VIII) S' = A' -f- B'-H C— aBC cosa - aCA cos6 — aAB cosc. 

290. Théorème V. — IXans tout tétraèdre, les faces sont entre elles 
comme les sinus des suppléments des triedres opposés (*). 

Dans les équations fondamentales (a) nous pouvons considérer comme 
inconnus le dièdre a' et les deux faces non adjacentes B et G. Pour éli- 
miner ces quantités entre les quatre équations (a), nous mettrons celles- 
ci sous la forme 

S -f-o H-A(— cosû')-+-cosè'(— B)-+-cosc'(— C) = o, 

o -h A -hS(— cosû')-4-cosc (— B) -t-cos3 (— C) = 0, 

— Scos^'— Acosc -h o(— cosfl')— (— B) -4-cos« (— C) =o, 

— Scosc' — Acosè-h o (— cosa') -f-cos« ( — B) — (— C) = o. 

Comme elles sont compatibles, le déterminant par rapport aux trois 
inconnues ~ cosa', — B, — C est nul. Nous obtenons ainsi la relation 

A cosô' cosc' 

S cosc cos6 

o — I cosa 

o cosa — I 


Sh-o 

o -f- A 
Scos^' — Acosc 
Scosc' — Acos6 


~ o. 


qui, par la décomposition du premier membre en deux déterminants, 
peut s'écrire 


S 

o 

— Scos^' 

— SCQSC' 


A cos6' cosc' 

s cosc cos6 

o — î cosa 

o cosa — I 


o 
A 

— Acosc 

— Acos^ 


A cos^' cosc' 

S cosc cos^ 

o •— I COSfl 

o COSel — I 


== o. 


Dans chacun de ces deux déterminants, nous pouvons intervertir les 


(*) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Phjrsique^ 1876, t. LVII, p. i-li- 
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deux premières colonnes, après avoir divisé la première colonne de Tun 
par S et de l'autre par Â ; il nous vient, en intervertissant aussi les deux 
premières lignes dans le premier déterminant résultant 


— S 


S o cosc cosb 

A —I cosb' cosc' 

o cos^' — I cosa 

o cosc' cosa — I 


A o cosb' cosc' 

S —I cosc cosb 

o cosc — I cos« 

o cosb cosa — i 


= o. 


Développons suivant les éléments de la première' colonne chacun de 
ces deux déterminants que nous représenterons par As? ^à ; nous aurons 


-SAs=-S' 


AAa=:A 


— I cos^' cosc' 
cosb' — I cosa 
cosc' cosa — I 

— I cos c cosb 
cosc — f cosa 
cosb cosa — I 


o cosc cos 6 
-i- S.A cos^' —I cosa 
cosc' cosa — I 

o cos^' cosc' 
S. A cosc —I cosa 
cos^ cosa — I 


Or le facteur de -— S. A ne diffère de celui de h- S. A que par le chan- 
gement des lignes en colonnes et des colonnes en lignes ; par suite ils 
sont égaux. On a donc l'égalité 


-S^ 


— I cosb' cosc' 
cos^' — I cosa 
cosc' cosa — I 


H-A= 


— ï cosc cosb 
cosc —I cosa 
cosb cosa — I 


= o. 


Mais le coefficient de S^ est le carré du sinus du supplément du trièdre 
en A (236), sinus que nous pouvons représenter par sin( A'); de même 
le coefficient de — A' est le carré du supplément du trièdre en S; par 

suite il vient 

S»sin*(A')-A'sin»(S') = o; 

donc on a 

(rx\ S A _ B _ C 

^^ . sin(S') sin(A')""sin(B') sin(C')* 

291. Somme des carrés des quatre faces en valenr des produits 
des arêtes opposées et des sinus des angles compris entre ces 
arêtes (').-- Par le sommet C {fig. ii) menons le plan CC'A' perpen- 


(*) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique^ 1875, t. LVII, p. i/jS. 
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diculaire à i'aréie SA ; par le sommet B tirons les droites BB', BÂ'^ Tuoe 
perpendiculaire et l'autre parallèle à la même arête SA ; puis menons la 
droite CA' qui sera perpendiculaire à BA'. 

Fig. II. 



Dans le triangle A'CC nous avons 

A'C'=CC''-hA'C''-aCC'.A'C'.cosCC'A'; 


or 


A'C = BC sinCBA' --♦a'sina, 
ce =CSsinCSG'-:=c siuf*, 
A'C = BW = BS sinBSA =■ b sinv, 
cosCC'A'= cosa; 


par suite nous obtenons 

a"sin^a = c^sin'fx 
et, en multipliant par a^, 


6'sin'v — 2csinp.6sinv.cos^, 


«*6*sin*v — 2c«sinfx.fl^sinv.cosA' 


Mais 

donc il vient 

(X) 


c«sinpi = 2B, ab siny = 2C; 


a^a^sin^oL = 4B^-h 4C*~ SBCcosa. 


Nous aurions de même 


(XI) 


«Vsin»a = 4A»-f- 4S»— SAScosa'. 


Nous trouvons ainsi les valeurs des dièdres a et a', 


(XII) 


^«'' = 8BC ' 

, 4A'+4S'— «'«"sin'a 

'''"- m 
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Ajoutons les trois égalités 


4B'-i- 4C'— SBC cosa = a^a" sin'a, 
4C'h-4A'-8CAcosô= ^*6'^sin'P, 
4A='-h 4B'— 8 ABcosc = c^ c'' sin'7 

membres à membres et avec Tégalité (Vni du n** 289) 

4S'-:= 4A'-+- 4B'-4- 4C'-'8BCcosfl— BCAcos^— SABcosc, 
nous obtenons la relation remarquable 
(XIII) 4(A*-^ B^H- C=-+- S') = fl^û'^sin^a -+- ù^''&m^^ -+- <:'c''sin='7. 

§ II. — Expressions diverses du volume du tétraèdre. 


292. Volume du tétraèdre en valeur de trois arêtes con- 
tiguës, de Tangle de deux de ces arêtes et de rinclinaison 
de la troisième arête sur le plan des deux premières. — Du 

sommet C [Jîg. 12) abaissons sur le plan de la face opposée 



SAB la perpendiculaire CD. Le volume du tétraèdre sera 

V:==iSAB.CD. 
Or la surface du triangle SAB est égale à 

ISA.SB.sinASB— laftsinv, 
et par le triangle rectangle SCD on a la hauteur 

CD r± se sinCSD = c sinv' ; 
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il vient donc, en substituant, 

(I) \ =^ abc s\nvs\nv\ 

En désignant par A le sinus du trièdre en S, nous avons 
trouvé (233) que 

sin y sinv'= à = ^i~ cos'X — cos^jut — cos*v + 2 cosX cos/jl cosv; 
par conséquent nous avons 

L\=iabc.A 

(II) , 

( m^afrc^i — cos'X — cos'fx — cos'v-+- 2cosXcos|ULCOSy. 

Ainsi, le volume du tétraèdre est égal au sixième du pro- 
duit de trois arêtes contiguês^ multiplié par le sinus du trièdre 
formé par ces trois arêtes. 

293. Expression en déterminant du ▼olome du tétraèdre en va- 
leur de trois arêtes contiguès a, b, c et des inclinaisons mutuelles 
X, fx, V de ces arêtes. — Dans l'égalité 36V^= a^b^c^^\ remplaçons A' 
par son expression (VI) en déterminant du n*^ 232; nous avons 


36V' = fl'^*c' 


I cosv COSfA 

cosv I cosX 
COSfA cosX I 


Multiplions respectivement par a, b, c d'abord les trois lignes, 
puis les trois colonnes; le déterminant sera multiplié par le produit 
a.b.cxa.b.c = a^b^c^ ; par suite, si nous divisons hors barres par tâb^c^j 
la valeur du second membre de Tégalité précédente np sera pas altérée, 
et il viendra encore 

c^ ab cosv cacosii 

ab cosv b^ bccosk 


(ni) 


36 V* =: 


cacos/x 6ccosX 


294. Expression développée du volume du tétraèdre en valeur 
des six arêtes a et a\ b et b\ c et c', opposées deux à deux. — Dans 
le déterminant précédent (III) multiplions les trois lignes par 2, puis 
mettons-y les valeurs 

2 bc cosX = ô' -h c' — a", 

(1) { 2cacos/x=c*-4-a*— 6'', 

2a3cosv = fl'-H b^-^c'^^ 
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que fournissent les trois triangles SBC, SGA, SÂB; ce déterminant de- 
vient 


a88V^ = 


a a' 


a^^b*^c" c'^à'-b'^ 


a^^b^^c'^ 


ib' 


b^^c^-à^ 


c^^a^^b'^ b^^c^—a' 


ic* 


Si nous développons le second membre par la règle de Sarrus (5â), 
nous obtenons 

288V' = 8fl»ô^c*-h 2(^*-h c'- fl") (c»-h û'- ^'^) (fl*-h^'~c'*) 
et, en effectuant, 


(IV) 


^b^b'^[c^-^d'-^a^-\-a'^'-'b^--b'') 


295. Expression en déterminant du volume du tétraèdre en va- 
leur des six arêtes a et a', b et b\ c et c\ opposées deux à deux. — 
Dans le déterminant (III) changeons les signes des trois lignes, puis rem- 
plaçons le déterminant résultant par un déterminant équivalent du 
cinquième ordre; nous pouvons écrire 


288 V*=- 


I 











I 

a' 

b' 

C^ 

a" 



— 2«* 

— lab cosv 

1 

— 2C«C0S/x 

b" 



— ^ab cosy 

-ib^ 

— 2^CC0S> 

c' 



— 2cacosii 

-— 2^CC0SX 

— 2C^ 



I 







I 



a' 

b^ 

C» 



a' 

— 2Û* 

— 2ûf3cOSv 

— 2^^7C0Sf* 



b' 

— 2«èC0SV 

-26^ 

— 2^CC0SX 



c^ 

— acflcosp 

— 2ÔCC0SX 

— 1C^ 


Dans le premier déterminant on a interverti Tordre des deux premières 
colonnes. 
Si, dans ce dernier déterminant, nous substituons les valeurs (i),nous 

DosTOR. — Déterm, 17 


!>58 
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obtiendrons 


01 • 


10 a^ h" c" 

288 V' = 

a" ia^ c'* a^ b" ^ à a' 


b^ c'^^à" h" ib^ d^ b" à 


c" V^' — c' a^ d'' b^ c" iâ 

Ajoutons d'abord la seconde ligne à chacune des trois suivantes, 


10 



10 fl' b'^ c^ 


a88V' = 

1 û» a' c" a' b" a' 

m 



I c^ b"-c' a'^-c' -c' 



Si actuellement nous ajoutons la seconde colonne à chacune des trois 
suivantes, nous trouverons l'expression demandée 


(V) 


288 V' 




I 

I 

I 

1 

I 



a^ 

b' 

c^ 

I 

'a^ 



d' 

b" 

I 

b' 

d^ 



a'^ 

I 

c' 

b" 

a" 




296. Surface de la base d un tétraèdre en valeur des trois arêtes 
latérales et de leurs inclinaisons mutuelles. — Les trois côtés de la 
face ABC [fig. 14 ) étant BG = ûS CA = b\ AB = c', 



la surface S de ce triangle est donnée par la formule (ao4) 


168^=- 




I 

I 

I 




I 

1 

I 

I 



d^ 

b'' 


I 



c'» 

-^" 

I 

c'^ 



a" 


I 

-d' 

. 

-û'* 

1 

b'^ 

d' 




I 

-b'^ 

-a'^ 
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OÙ le second déterminant a été déduit du premier, en y multipliant 
par — I d'abord la première ligne , puis les trois dernières colonne3 ré- 
sultantes. 

Dans le dernier déterminant , remplaçons a'^, 6'% c'* par leurs yalems 
tirées des égalités (i) du n"" 294 ; nous aurons 


i6S'= — 


I ^ .^^o I I 

I o a^^cosv — fl'— ^* acflfcosfA — c' — à' 

I lab cosv — a^—b^ o a^ccosX — ^' — c* 

I 2caC0SfA — c* — à' 2^ccosX — b* — c^ o 


Multiplions la première ligne successivement par a^ b^, c*, et ajoutons 
les résultats respectivement aux trois autres lignes ; il nous vient 

0-. 


i6S^ = 


a 


o ; 
a 


i 2abcosv — à' b^ 

I acacosfA — a^ aôccosX — ^* 


a fl'^^cos V — b* ica cos [i — c^ 
b^ 2 6ccos> — c^ 


Multiplions maintenant la première colonne successivement par a^^ b^, c^ 
et ajoutons le résultat aux trois dernières colonneis; nous trouvons que 


i6S' = - 


1 I I 

I- aa^ ^^6cosv ac^zcos/x 

I aa^cosv a6^ a&ccosv 

I 2cacosfA 2bc cos'k ic^ 


Multiplions enûn par 2 la première ligne , puis divisons par 2 les trois 
dernières lignes résultantes; le déterminant sera divisé par 2^ : 2 = 4- 
Nous obtenons ainsi l'expression demandée 


(VI) 


4S^=- 


I 

1 a' 

I ab cosv 

l caCOSfA 


ab cosv 

b' 
bc cosX 


ca cos fit 
bc cosX 


dont le développement est 


4S*= ^Vsin*> -h 2tf'^c(cosfAC08v — cosX) 
-+- c'û^sin'fA-i- 26*ca{cosv cos). — cos/*) 
H- a* ^^sin* V h- 2 c^ab ( cos A cos f* — cos v ) . 

Nous avons donné cette expression (VI) dans les Archives de Mathé- 
matiques et de Physique, 1875, t. LVII, p. i53. 

T7- 


.O)' 


C^'-Cr'r 
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â97. Surface du triangle déterminé par rintersection d*ui plan 
(a) Ax-hBx-hCz'hD = o 

avec les trois plans de coordonnées. — Prenons le sommet S pour 
origine des coordonnées et les trois arêtes latérales SA,SB,SC pour axes 
des X, j, z; nous aurons 


(3) 


A 15 ti 


Cela étant, dans le déterminant (VI), divisons d'abord les trois der- 
nières lignes, puis les trois dernières colonnes respectivement para, ^,r; 
nous aurons divisé le déterminant (VI) par le produit à^b^c*^ de sorte 
qu'il nous viendra 




o 

I 
a 

I 

b 

I 
c 

4S^- 

— û*^V^ 

I 
a 

I 

cosv 

COSfA 



I 

cosv 

I 

cosX 



I 
c 

COSpt 

cosX 

I 


Si nous multiplions la première ligne et la première colonne par — D, 
que nous divisions hors barres par D% et que dans le résultat nous rem- 
placions , ■" Â ' P^** \^\xt^ équivalents ^ A, B, C tirés de (3), 

nous trouverons l'expression 

G A 

A I 

B cosv 


(VII) 


4S'= 


D< 


A^B'C 


B C 

cosv COSp 
I cosX 


c COSf* cos> 


pour le quadruple carré de la surface du triangle que déterminent les 
trois plans de coordonnées sur le plan ( a ). 

297 bis. Expression en déterminant de la surface du 
triangle, en valeur des coordonnées dans l'espace de ses trois 
sommets ('). — i® Supposons d'abord que le sommet A du 
triangle ABC soil situé à rorigine des coordonnées et soient 


(*) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Phjrsique, 1875, t. LVllI, p. 389* 
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.r,, j^,, z,; Xiy jî, 2, les coordonnées des deux autres sommets 
B et C. Si nous désignons par S la surface du triangle, et par 
6 et c les côtés AC et AB qui sont opposés aux sommets B 
et C, il nous viendra de suite 


48'= b^c^ sin'A = 6'6-'— b^c^ cos^4, 


ou 

(4) 


4S==: 


fcccosA 


ftccosA 


Représentons par a,, (3,, y, et aj, (3,, ya les inclinaisons des 
deux côtés AB et AC sur les axes de coordonnées, supposés 
rectangulaires, nous aurons 

a;, = ccosai, j, rz=ccosp,, -j, =:ccosy,, 
Xj=6cosa2, j^2=6cosj3a, Zj:==6cosyi; 

et, comme 

cosA = cosa, cosaj -+- cos^, cos (3, H- cosy, cosy,, 

il vient, en multipliant par 6c, puis en substituant, 

éccosA = ir,^2-i- jij:-f- ZxZi, 

On sait d'ailleurs que 

c*= x\ -^x\ -+- z], b'= x\ -+- y\ -4- zl ; 

donc on obtient, en mettant ces valeurs dans l'égalité (4), 


(5) 4S'= 


X 


Z\ 


XxX^-^yyyt-^ ZxZi \ 


Xx ^3 4- jr, Jî -f- Zx Z2 x\ 4- j5 + z\ 


Il n'est pas inutile de remarquer (112) que ce déterminant est la 
somme des carrés des trois déterminants qui sont compris dans le déter- 
minant multiple 

et qui expriment les doubles projections de la surface du triangle ABC 
sur les trois plans de coordonnées. 


7.^ Transportons actuellement l'origine des coordonnées en 


a6a 
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-+-rî + '2î = 


un point quelconque de l'espace dont les coordonnées sont 
— Xy —7, — z; et soient ^', jr', 2'; x"y y".^ z" les nouvelles 
eoordonnées des deux sommets B et C; les coordonnées du 
point A psr rapport à la nouvelle origine sont x, y, z. 
Cela fait, nous avons 

X.^x'—Xy J,=/— J, z, = z' — Zy 

d*où nous tirons 

a?i^?4- 7,7, -f- z, 2,== (^'— :r) (^"— x) 4- (/— r) (/'— r) -^ (^'-" -2) (^'"" -^ 

= (^'4- r*4- ^') 4- (^':r''4-//'4- -s'^") 
— [xx" -^xy^'-\- zz") — [xx' -^y-y '\-zz']. 

Si nous posons 

Ix^ 4-7" 4- -s' =/, x'x^-^fy^-^ z'z^^^p, 
^'' 4- j'» 4- 5'' = m, a;'' 07 4-7''7 4-2''2 =î, 
^"'4-^4- -3'"= n, ^^' 4-J/' 4-Z2' =r, 

nous aurons 

^J 4- /î 4- -3Î = / 4- m — 2r, 

^,^j4-7,7a4-^i32=/4-p — g — r. 

La substitution de ces valeurs dans la formule (?) nous 

donne 

/4-m — 2r l -\' p — q — r 

l -h p — q — r l-^n—2q 

1 r q 

o l-Jt-m^ir l-hp — q — r 

o l-^p—q — r l-hn — ag 


48»= 
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0U9 en ajoutant la première ligne aux deux suivantes : 


iS^ = 


i r q 

I l-{-m — r l -h p — r 

1 l -\- p — q l -^ n— q 


I 







/ 

I 

r 

q 

r 

I 

l-^ m— r 

l-hp— r 

? 

I 

l-^p q 

l -^ n — q 


Dans ce dernier déterminant, multiplions la seconde co- 
lonne par — If puis ajoutons la somme des deux premières 
colonnes à ciiacune des deux suivantes; il nous vient 


4S'= 


I 



I 

I 


I 

I 

I 

/ 

I 

r 

9 


I / 

• 

r 

? 

r 

I 

m 

P 


ï r 

m 

P 

? 

I 

P 

n 


ï î 

P 

n 


Si nous remplaçons ici /, m, n et p, q, r par leurs expres- 
sions (6), nous obtiendrons enfin pour 4SMa valeur cherchée 


(viii) 4S'r= 


o 
I 


X 


} I 


XX 


J7 


I 


zz' 

7j 


XX 


1 


I 

I xx'-^xy-^zz' x'-'-hf-h z'^ x'x"-\-yy"-^z'i 
I xx"'\-Yf-^zz'' x' x" ^y' f ->t-z' z" ■ x"^ -h y^ -h z""* 


j tf 


zz" 

I mil 


Il est facile de vérifier que ce déterminant est le produit (111) des 
deux déterminants multiples 


A = 


I o 
o I 


o o 
X y 


o 


o I X* y 


a^ f 


A = — 


o 

I 

o 

o 

o 

I 



X 

y 

z 

I 

o 

a^ 

y 

z' 

I 



x" 

y 

z" 


^8. Volume du tétraèdre en yaleur de deux arêtes opposées et 
de leur plus courte distance. — Par les extrémités B et G de Taréte BC, 
menons les droites BB', CC' parallèles et égales à Taréte opposée SA; 


a64 UT&E m. *- chàpit&b it. 

tirons les droites SB', SC' et 6' G' [fig, i5). Nous formons ainsi le prisme 
triangulaire SABCG'B'. 

Fig. 14. 



La distance de l'arête SA au plan BCC'B' sera égale à la plus courte 
distance d des deux arêtes opposées SA et BC. 

Nous avons le tétraèdre SABG = iSABCC'B'; or le prisme triangu- 
laire SABGG'B' est la moitié du parallélépipède qui a BGG'B' pour base 
et d pour hauteur ; et, comme le parallélogramme 

BGG'B'= BB'.BC.sinB'BG = ^û'sina, 

on a 

vor.SABGG'B' = iff«'sina.€/; 

donc 

(ÏX) vol.SABG ou y =\d.aa*ïïinoL. 

Ainsi le volume d'un tétraèdre s'obtient aussi en multipliant le demi- 
produit de deux arêtes opposées par le sinus de r angle compris et par 
le tiers de la plus courte distance de ces mêmes arêtes, 

299. Relation entre les plus courtes distances d^ d\ d" des arêtes 
opposées a et a\ b et b\ c et c' et les angles a, ^, 7 compris entre 
ces arêtes. — La formule (IX) nous donne 

f/^û'sina = d'bb' s\ii^ — d"cc'sm'^\ 

divisant par ces trois quantités égales les trois termes respectifs de Téga- 
lité(II)dun° 284 

tfâ'cosa -h bb'co^^ H- cc'cosy = o, 
nous obtenons la relation 
,^. cota cot6 cotv 

300. Dans la formule (IX) mettons à la place de aa'sina sa valeur 
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tirée de la première des relations (I) du n"" 283 ; elle devient, par Télé- 
vation au carré, 

144VV ^[4«'«"- ( ^'^- b'^-^ c^^c'^YI, 
et donne 

(XI) " V = ~ v^(2ûrû'-+- b'^ b'^— c'—c'^) (aaa'H- c'-h c'^— b'-- b"). 

301 . Volume du tétraèdre en valeur de trois faces et du sinus du 
supplément du trièdre compris. — L'expression (II) du n° 292 peut 
s'écrire 

A* 

\^ = -^a^b^c^^^=-:^,bcs\n'k.cas\n'jL.absmv. : 

"** ^^ * sinAsiOf/sinv' 

or on sait que 

^csin^ = aA, r«sinfji = 2B, ab sinv = 2C; 
d'ailleurs, en vertu de la formule ( 7 ) du n"" 240, on a 

sinAsiDfAsmv 
donc il vient 

(XII) V^=|A.B.C.A'. 

Donc ie carré du imlume du tétraèdre est égal aux | du produit de 
trois faces multiplié par le sinus du supplémeht du trièdre compris, 

302. Volume du tétraèdre en valeur de deux faces et du dièdre 
compris. — Dans la fig, 12 (p. 255), menons SDE perpendiculaire sur 
Varôte AB et tirons CE. Nous avons 

V = jSAB.CD = iSAB.CE sinc'= jSAB. ^^^4^ sine'; 

Ad 

or le produit AB.CE est égal à la double face ABC que nous avons re- 
présentée par 2 S, de même que la face SAB a été désignée par C; il 
vient par conséquent 

(XUI) V=|S.C.^=iS.C.sinc':-- , 

Ainsi le volume d'un tétraèdre est égal au tiers du produit de deux 
faces, multiplié par le sinus du dièdre compris et divisé par la moitié 
de V arête de ce dièdre (G. Dostor, Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, 2* série, 1867, t. VI, p. 4i3 ). 
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303. Rapport des produits des arêtes opposées. — La formule pré- 
cédente donne 

= S. C. sine', 

et de même 

= Â.B.smc; 


on en tire, en multipliant, 

9V»rc' 


= S.Â.B.C sine sine'. 


Or nous avons vu au n"^ 300 que 

V* = |A.B.C.A'; 

par conséquent on a la face 



e A' ce' 

D = - • ■■ ; • 

% sme Sine 


On en déduit 



rivV ?^— . 

aa' bb' 

ce' 


^ M ■ tàina &ina' sin^sin6' sinesinc' 

Donc, dans tout tétraèdre les produits des aréteg opposées sont entre 
eux comme les produits des sinus des dièdres qui émergent de ces arêtes. 

304. Volume du tétraèdre en valeur d'une face et de ses inclinai- 
sons sur les trois autres faces. — L'expression (Xni) permet d'écrire 

V — j&,A--^ — 3&.JJ— ^ ~ 3».t.— p-î 

d'où Ton tire les équations 

,^,r\ • Asina' Bsin^' Csinr' 

(AV) ; = jj — = ; — 1 

^ ' ah c 

qui, étant combinées entre elles et avec l'équation évidente ( i. 'ï 7 

A cosfl' -+- B cosA'h- C cose' = S, 

donnent d'abord 

• -. Ab'sina! ^ Ae'sina' 

15= -, > L = ; ) 

a' a 
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puis 


A = 


rt' coi a' -h b' cot^' -h c' cote' sina' 


Mettant cette valeur de A dans l'expression V = jS.A.sinfl', on trouve 


(XVI) 


, s; ^ 

^ ' a' col a' -+- b' coib' -+- c' cote' j 


pour le volume du tétraèdre en valeur de la face S et de ses inclinaisons 
sur les trois autres faces A, B, C (G. Dostor, Nouvelles Annales de Ma- 
thématiques^ 2* série, 1867, t. VI, p. 4ii)« 

305. Volume du tétraèdre SABC, ayant un sommet S à rorigine 
des coordonnées, en valeur des coordonnées x\ y, z'\ x\y, z"; 
^"'yy", z"* des trois autres sommets A, B, C. — Supposons les. aies 
des coordonnées rectangulaires. Nous avons 

et, comme les équations des droites SA, SB, SG sont 


X _ y z X y . z ^ __ X __ ^ 

-'"".7^?' ^"^7""?' p-/'"?''' 


X 


il vient 
cosv = 


arV-f-yy-i- z'z' 


/_» 


x'x'-^/y-h z^z 


de sorte qu'on a 


ao 


(8) 


( û^cosv = x' x" -h y y -h z' z"^ 

CflCOSfx= J:'x'"-h/y"-h z'z'"', 
bc cosl = x^x^'-i- fy'-+- z'z^'. 


Si nous substituons les valeurs (7) et (8) dans la formule (III), nous 
obtenons Tégalité 


36 V* = 


y2_^-,/l 


r'ï 


x^x' -+- j'y -+- z'z" x':c'"-+- y/'-h z't 

x'j^ -+- y y -h z'z' x"' -h y * -+- z"^ ^"x'^-f-yy-t- z'z 


aJx'"^yy-hz'z'" afx^'-^yy-^z'z"' x 
Le second membre est le carré du déterminant 


W2 


y/WÏ 


Z 


Z 

H -m 

> 2 


x" f 


•* 


.m 
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par conséquent on a, en extrayant la racine carrée, 


(XVII) 


6V = 


X 


.w 


y 

z- 

f 

z" 

y 

ï- 


Si les axes de coordonnées étaient obliques, il faudrait multiplier le 
second membre par le sinus A du trièdre formé par ces axes. 

306. Volume du tétraèdre SÀBC en valeur des coordonnées jr,j, 

z; X,, 7„ z,; J7,, Xiy «îJ «^3' Ja» h des quatre sommets S, A, B, C. — 
Transportons l'origine des coordonnées au sommet S, et soient ^,y, z'; 
.r*, y, z"; x*", jr"', z" les nouvelles coordonnées des trois autres sommets 
A, B, C. Le volume du tétraèdre, exprimé en valeur de ces dernières 
coordonnées, sera donné par la formule précédente (XVH). Mais les égalilés 

x, = x-hx', j, = /-+-/, z,= «-+-2'; 
jr^ = x-hx"y ^r^ = X-^y\ z^^z-^zT; 

X^=X-hx'\ jr^ = jr-^y^ Z^^Z-^Z'" 


donnent 


X'=X,— X, /=J,— 7, Z' = Z^'--Z] 

x"=x^—x, y=ri—Xj z^=z,-z\ 


.nt. 


jn 


m 


X ^^3— X, y =J\—ry z =z. 


z. 


Si nous substituons ces valeurs dans la formule (XVn],.elle devient 


6V 


A,— X x^-^j z,-.z 


i X X z 

o X, — X r^—y z^^z 

o X, — X /,— J Zj — 3 

o X3 — X J3— r «3-2 


Dans le second déterminant, il suffira d ajouter la première ligne à 
chacune des trois suivantes, pour avoir l'expression demandée 


(xvni) 


6V- 


I 
I 
I 
1 


X y 

^1 7i 


J^. J\ z, 

•^3 J"3 


2 J i "7 

Z. 


307. Héthode directe pour déterminer cette expression. — 
Nous avons vu au n*' 257 que le plan MiMsMj, qui passe par 
les trois points 

M, (x.yyi, z,), M2 (oTa, j„ z,), M3 (^.,73» Zt), 
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a pour équation 


(9) 


I 
I 
I 
I 


^3 yi 


z 

Zx 
Zz 


= 0, 


que, pour abréger, nous écrirons 


(10) 


A X -t- Bj -f- Ca + D = o, 


• Ji 

z, 


• r» 

z, 

, + 

« r^ 

Z3 



I 

Xi 

Zi 


I 

X2 

Zi 

» 

I 

Xi 

Zi 



où x,x, 2 désignent les variables courantes. 

Dans cette équation les coefficients A, B, C sont respecti- 
vement égaux aux déterminants mineurs 

I Xi 7, 

Ces déterminants représentent, au signe près, les doubles 
surfaces des projections du triangle M1M2M3 sur les plans de 
coordonnées OYZ, OZX, OXY (211 ); par suite, la racine carrée 
de la somme des carrés de ces trois déterminants exprime 
la double surface de ce triangle MiM^Ms, c'est-à-dire que 

s/A^ + B» -h C»= 2 MiM^Mj. 

Supposons que x^y, z soient les coordonnées d'un point 
S situé hors du plan (9) ou (10); la distance de ce point au 
plan (10) sera 

._Ax -hBr-f-Cz -|-D_ A;r-f- Bj-hC^ -4-D 


on en tire 


2. M.MjMa. rf= Ao; -4- B/ h- C « 4- D. 


Or z.MiMiMs'd est égal à six fois le volume V du té- 
traèdre SM.MaMa; donc on a 


6 V = A^ -f- Bj -t- C^ -f- D, 


a7o. 
ou bien 

(XIX) 
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6V = 


O 

X 

r 

z 

I 

Xi 

Xi 

Zi 

I 

Xi 

r> 

Z2 

I 

^3 

r» 

Zi 


308. Multiplions la première colonne successivement par les quantités 

arbitraires a^ bj c et retranchons lés produits obtenus des trois autres 

colonnes; la valeur du déterminant (XIX) n'est pas altérée, et il vient 

encore 

I X — a y — b z — c 


(XX) 


6V = 


x^-a y, — b 
x^ — a 


I 

I x^—a 7, 
I x^-a X, 


b z.^—c 
b z^ — c 


où a, bjC sont des constantes quelconques. 
309. Volnme du tétraèdre compris sous les quatre plans 


P = 

A^ -+- 

Bj-h 

Cz -h 

D - 

0, 

r = 

A'x-h 

Wf-h 

C'z-h 

D' = 

0, 

p''= 

A''x-h 

By-h 

Cz-h 

D" = 

0, 

pw 

A'"x-+- 

B"y-h 

C'"z-h 

D"'= 

0. 


Soient x, y, z les coordonnées du point d'intersection M des trois 
plans F,P^P'";x'y,^' celles du point d'intersection M'desplansP,P",P; 
x^j y, zf' les coordonnées de l'intersection M" des plans P"*, P, P'; 
enfin x'",/", z'" celles de l'intersection M'" des plans P, P', ?\ Le volume V 
du tétraèdre M M' M'' M'" sera donné par 


6V = 


I 
I 
I 
I 


X 


X 


y 

y 


x" y 


.OT 


y 


.m 


Multiplions ce déterminant par le suivant : 


© = 


D A B C 

D' A' B' C 

D" A'' B" C" 

y^m ^m gi» cm 


= (DA'B''C'"); 
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Pour avoir \ il nous suffira d'éliminer les trois variables x^ y, z entre 
les quatre équations (la); nous obtenons ainsi Tégalité (i34) 


o = 


A B C D l 


A B C D 


A B C X 

A' B' C D'-o 


A' B' C jy 


A' B' a 

A" B" C D* 


A' B" C" D" 


A" B" C 

A"' B ' C" D''— 


A'" B"' C" D'" 


A"' B"' C" 


qui, par remploi de la notation abrégée (J^), revient à 

o = {AB'C''D'")-X{A'B''C'"), 
qui donne 


).= - 


(A'B"C'") 


On trouverait de même que 


A ^■— ~"~ . . * .^ Mt ./^ . ) 


(A^^X) 
par conséquent il vient 


(ab'çd;;;) 

(A'^BC) ' 
(AB'C"D"'r 


>"' = - 


(AB'C^D') . 

(AB'C) ' 


iAB'C").(A'B''C").(A'B'"G).(A'"BC'j 

Si nous substituons cette valeur dans l'équation (i3), nous trouverons, 
pour le volume demandé, 

(AB'CD'")^ 


(XXI) 


6V = 


(AB'C').(A'B"G'").(A''B"'C).(A«'BC') 

Cette formule et la méthode suivie pour l'obtenir sont dues à Joachim- 
STHAL (Journal der reinen und angewandten Mathematik von Creile, 
t. XL, p. 21-47). 

* 310. Produit des volumes de deux tétraèdr^ç en valeur des 
seize distances des quatre sommets du premier tétraèdre aux 
quatre sommets du second. — Soient V et Y' les volumes des deux 
tétraèdres SABC, S'A'B'C, ayant leurs sommets respectifs aux points 

S(x,/, z), A(^,,r,,z,), B{.r,,j,,z,), C(a:,,^3,Z3); 
Nous avons (306) 


6V = 


100 

DIX 

O i a: 


1 


o 

o 


I 
I 


X, 


o 

X 
Xi 

X2 

Xz 


o 

z 
z. 


6V'=- 




I 







I 



a^ 

f 

z' 

1 



x\ 

y\ 

< 

I 



x\ 

y'. 

^, 

I 



x\ 

r'. 

î'n 
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Cela étant, dans notre dernier déterminant, multiplions les quatre der- 
nières lignes par 2, puis divisons par 2 la première colonne résultante; 
le déterminant sera multiplié par 2^:2 = 2^ = 8. Remplaçons les doubles 
sommes de produits par leurs valeurs s'-h s"— d? , , s'-+ a'^— d^ j, . . . , 
nous obtenons 





I 


I 

s»-Hs"-dî. 

a88VV'=~ 

I 

a^-+-s'^-dî, 


I . 

b'-^s'' d',, 


I 

c'+s" dj, 


I 


I 


I 


s' -+- a" - 

dî. 

s'-hb''- 

-dÎ3 

s' -h c'^ 

dî, 

a^-+-a"- 

àU 

a'4-b'^ 

-àU 

a'-Hc'= 

àl 

b V di" - 

àW 

b'-+- b" 

-dL 

b'4-c'*- 

àl 

c'-H a" - 

dj, 

c'-f-b'^»- 

-dÎ3 

C^-4-C" 

àl 


Pour transformer ce déterminant, conservons la première ligne; mul- 
tiplions-la ensuite successivement par s^ a^ b', c' et retranchons les 
pcoduits respectivement des quatre dernières lignes; le déterminant ne 
change pas de valeur et nous avons 


288VV'=- 


o 
I 
I 
I 

I 


8"-dJ. 
8"-d5. 

s"-d;. 

S"-dJ, 


a"_d;, b"-dr 


k'2 


a-'-dJ, 
»"-dî, 
a"-dî. 


b"— d' 


b'^ 
b'^ 


d?3 
dÎ3 


C'-df, 

c--d;, 

C'-dJ, 
c'^-dj, 


Dans ce déterminant conservons la première colonne ; multiplions-la 
ensuite successivement par s", a'*, b", c'^ et retranchons les produits 
respectivement des quatre dernières colonnes; le déterminant conserve 
encore sa valeur et il vient 


îi88VV'=- 


o 
I 
I 
I 
I 


-d?. -d 


-d5, 
-dj. 


I 3 


-dL 


-dÎ3 
-dL 


I 

-dî. 
-d?. 


U4, U4J U43 U44 


Enfin, si dans ce déterminant nous multiplions par — i d'abord les 
quatre dernières lignes, puis la première colonne résultante, le détermi- 
nant sera multiplié par la cinquième puissance de — i , changera de signe 
et deviendra 


(XXII) 


288 VV 


o 
I 
I 
I 
I 


dî, 
d|, 
dj, 


I 

dî. 
d' 


32 


dj. 


dî, 
d?3 
d?. 


dî. 


d* d' d^ d' 
U4, U4, U43 U44 
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Telle est Texpression demandée. 

Si le second tétraèdre se confond avec le premier, on aura 

= d„ = a, d,3 = dj, = b, d„ = d„ = 
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= a„ = c 


d,. = 0, 

diî = d„ 

d« - 0, 

d« = <^3i 

^33 = 0, 

'\^ = dis 

d,,-o; 



d.. = d 


■1« 


43 


6', 


= a. = a 


de sorte qu'il viendra 


288 V^ = 


comme au n"" 304. 




I 

I 

I 

I 

I 



û* 

6» 

r' 

I 

«' 



r'» 

/»'» 

I 

b^ 

c" 



û" 

I 

c" 

b'^ 

a'' 




§ m. 


Expressions diverses du rayon de la spbère 
circonscrite au tétraèdre (*). 


311. Expression en déterminant du rayon R de la sphère circon- 
sciite an tétraèdre SABC (fig, i5), en valenr des trois arêtes con- 
tignês Sk = a^ SB = 6, SC = c et des inclinaisons mutuelles de ces 
arêtes BSG = \ CSA = ft, ASB = v. — Prenons le sommet S pour ori- 



gine et les arêtes SA, SB, SC pour axes des coordonnées. Soit le centre 
de la sphère circonscrite. Le rayon SO = R a pour projections sur les 


(•) DosTOi, Nouvelles Annales de Mathématiques f 2* série, 1878, t. XII, p. 870, 
et Archives de Mathématiques et de Physique^ 1875, t. LVII, p. i63. 

iS. 
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trois axes les demi-arétes -9 -1 -y de sorte que, si a, p, y désignent les 

Jm JL Mê 


inclinaisons de SO sur ces axes, on aura 

(«) 


-=Rcosa, -=RcosP, - = RC087. 

2 '2 ^^ 1 ' 


Dans la relation (m) du n"" 231, mettons à la place de cosa, cos^, 
COS7 leurs valeurs tirées des égalités (i) ; celte relation deviendra 



n 

b 

c 


I 

2K 

2R 

2R 


a 
2R 

I 

COSV 

COSjUi 

> 

b 




= 0, 

2R 

COSv 

I 

cos> 


c 
2R 

COSfi 

cosX 

I 



ou, en multipliant la première ligne et la première colonne chacune 

par 2R, 

4R' 


= o. 


(ï) 


a c 

a I COSV cosfA 

b COSV I cosX 

c COSfX cos^ I 

Cette relation nous donne l'expression en question 

o a b c 

a I COSV cos;/ 

b COSV I cosX 

c cosp cosX I 


4R»A' = - 


312. Expression déyeloppée du rayon de la sphère circonscrite 
au tétraèdre, en valeur de trois arêtes contignës et des inclinaisonis 
mutuelles de ces arêtes. — Si nous développons le déterminant (I), 
nous trouverons que 


(II) 


i 4R2A*= rt*sin^> -h 2ftc(cos/xcosv — cosX ) 
H- ^^sin'/x-H afû(cosv cosX — cosfx) 


( 


c' sin' V -+- 2 û^ ( cosX cos a — cos v ) . 


313. Expression en déterminant du rayon de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre, en valeur des six arêtes a et a\ b et b\ c et c\ 
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opposées deux à deux. — Dans le délef minant (I) maltipHons les trois 
dernières colonnes respectivement par 2/x, 26, 2 c, puis les quatre lignes 
résultantes par ^, a, bj c] Téquation deviendra 


N 



a' 

b' 

c' 

i6fl»^*c»A'R' = - 

b' 

2«' 
2a^C0Sv ' 

2A^C0Sv 

2 Câ cos pi 

2 bc cos ^ 


c' 

aracos'fx 

26c COS > 

2c' 


ou, en remarquant que a^b^c^^-= 36V' et en tenant compte des éga- 
lités (1) du n* 294, 


576V^R'=- 




a' 

b' 

c» 

a' 

2fl' 

a'^b'-c" 

c^^a^^b'' 

b' 

fl' -h ^' - c" 

ib^ 

b^^c^^a'' 

c' 

c^^a'-b'* 

t^^c'^a'' 

2C' 


Retranchons d'abord la première ligne de chacune des trois suivantes, 
puis la première colonne aussi des trois suivantes ; il nous viepdra 


576V'R'=- 


b' 
c" 


a' 

o 

— c 


/3 


— d" 
O 


J2 


— a 


/a 


C* 

o 


Enfin changeons les signes de^ trois dernières lignes, puis le signe 
de la première colonne résultante; le déterminant sera multiplié par 
(— 1)^= I et n'aura pas changé de signe. Nous avons ainsi l'expression 
demandée 


(III) 





a" 

b' 

c' 

576V'R'=- 

b' 



c" 



b" 
a'' 


c" 

b'} 

a'-' 




314. Autres formes de ce déterminant (III). — Si nous nous repor- 
tons aux transformations du n"" 73, nous verrons que cette expression 
affecte encore les deux formes suivantes : 


(IV) 


576V'R' = - 




I 

I 

I 

I 



cU'* 

h'^b" 

I 

c'c'^ 



a\'i"' 


1 b^b'^ a\i'^ o 
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et 

(V) 
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576V»R* = - 


o aa' bb' ce' 


aa 


o cd bb' 


bb' ce' o 


aa 


ce 


bb' 


aa' 


aa' -H bb^ -h ce' 

aa' 

bb' 

ce' 

ad -h bb' -+- ce' 



ce' 

bb' 

aa'-^ bb'-^ ce' 

ce' 



aa' 

aa' •+■ bb' -f- ce' 

bb' 

aa' 




315. Expression, dévelopj^e en produit, de la yaleor de 576 V'R\— 
Dans le déterminant (Y) remplaçons la première colonne par la somme 
des quatre colonnes; nous obtenons 


576V'R' = - 


Nous voyons ainsi que le déterminant (V) est divisible parfl«'-+-M'H-cc'. 
Si Ton avait remplacé la première colonne par la somme des quatre co- 
lonnes respectivement multipliées par i, i, — i et — i, on aurait trouvé 
que le déterminant (V) est aussi divisible par bb'-^- ce'— aa'. Il est aisé 
de voir qtf^il est de même divisible par ce' -h aa'— bb' et par aa' -h bb' — - ce' 
et qu'en définitive on a 

^'7^W^=:\aa'^bb'^cc')[bb'-hce' — aa') 

X (ce' -h aa'- bb') [aa'-h bb'- ce'), 
ou 


(VI) 


(VU) 
en posant 


72V'R'= P'(P'- aa'K?'- bb') (P^- ce'), 


aa' 


bb' 


ce 


j 


aP^ 


Cette dernière formule (VU) est due à Grelle (Grelle, Sammlung 
mathematiscfier Aufsàtze und Bemerkungeriy t. I, 3, p. io5). 

^16. Calcul direct du déterminant (III). — Supposons que le té- 
traèdre SÂBC soit rapporté au centre de la sphère circonscrite et dé- 
signons par X, 7, t; x,, j,, z^ ; x^y y^, z^\ x^, ^31 «3 les coordonnées^des 
quatre sommets S, À, B, G. 

Dans Texpression (XVIII) du n"* 306, qui donne le volume V du té- 
traèdre, multiplions la première colonne du déterminant successivement 
par R et — R ; nous obtenons les deux égalités 


6VR = 


z 
z. 


K a: jr 

R X, Xi 

R X, X, 2j 

R ^3 X, «3 


-6VR = 


— R J7 X 

-R .r, Xi 
-R -^2 .n 


z 
z. 
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§ IV. — Rayon de la sphère inscrite dans le tétraèdre (* ). 

' 317. Prenons encore le sommet S pour origine et les arêtes SA, SB, 
se pour axes des coordonnées. Soit le centre de la sphère inscrite dans 
le tétraèdre et r le rayon de cette sphère. 

Si x'y y, z' sont les coordonnées du centre 0, les distances de ce centre 
aux plans de coordonnées SÀB, SAC, SBC étant toutes trois égales à r, 
on aura, en vertu des formules (III) du n"* S70, 


(I) 


ajc' ^y tiz' 

r = ■ = .. = • 

sinX sinpi sinv 


D'ailleurs le plan de la quatrième face ABC du tétraèdre est 


a b 


1 = o. 

c 


Nous voyons ainsi qu'il suffit de remplacer, dans la formule (3) du 


I I 


n** 269, A, B, C et D par - , Tî - et — I , p par r, et x\ y, z' par 

, rsin^ rsina rsinv ,.,,,. . „, 

valeurs — t~ , — -r-^t — r— tirées de (i), pour avoir I équation 


leurs 


, , /sinA sinix sinv A\' 



1 

I 

I 

(> 

a 

l 

c 

I 
a 

I 

COSV 

COSU 

I 
l 

COSv 

1 

COS^ 

I 
c 

COSp 

cosX 

I 


qui nous fournira la valeur du rayon r de la sphère inscrite. 

Dans le déterminant du second membre, multiplions les trois dernières 
lignes, ainsi que les trois dernières colonnes, respectivement par a, h 
et c et divisons hors barres par le produit a,h,c x a:h,c = a^è^c^; ce 


(') G. DosTOR, Nouvelles Annalei de Mathématiques^ -i' série, t. XII, p. SS;. 
- Archives de Mathétnm^ues, iS^S, t. LVH, p. 170. 
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déterminant prend la forme 


d^b^c' 


01 I I 

I a} ab cosv ca cos/a 

I ^^cosv b^ ^cosX 

I r/7C0SfA ^ccosX c* 


et montre (297) que le second membre de l'équation (2) est égal au 
carré de la double surface S du triangle ABC divisé par à^b^c^. Nous 

avons donc 

\\ smjtA sm- 

"b 


/sin' 


ûnv AV 4S' 
c r) à'b'^c* 


d'où nous lirons 
(I) 


A 

r 


sinX sinjEA 
"b 


a 


sinv aS 
c abc 


Cette formule donne les deux rayons des deux sphères tangentes aux 
quatre faces du tétraèdre, lesquelles sphères ont leurs centres situés sur 
la droite (271) ^^^ v- — . - * • * - 

X Y Z 

sinX ~~ sintx"" smv 

* 318. Si Ton a soin de changer dans celte équation (I) successivement 
le signe de sinX, sin pi, sinv, on formera les Irois équations 


(") 


A sin /A sinv 

sin> _^ aS 
a ~~ abc ' 

A sinv sinX 
/•" ~ f ' a 

sin IX 2S 
b abc 

A sin> sinu 
— ■ i ' 

sinv _^ aS 
c "^ abc 

r"'" a b 


qui donnent les rayons des six autres sphères tangentes aux plans des 
quatre faces du télraèdre. 

Ces sphères ont leurs centres silués, deux par deux, sur les droites 
respectives (271 ) 

8inÀ~~ suif* 
X 


X 

binX 

X 

sinX 


smp 

r 

sinfA 


smv 

__ z 
" sinv 

z 
sinv' 
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qui, étant dirigées dans l'intérieur des trois dièdres 

SA'BC, SAB'C, SABC, 

formés par deux des arêtes SA, SB, SC et le prolongement de la troi- 
sième, sont les lieux des points équidistants des faces de ces trièdres. 

§ V. — Tétraèdre ctrconscriptible par les arêtes {*). 

* 319. Nous donnerons ce nom aux tétraèdres, dont les six arêtes sont 
tangentes à une même sphère. 

Conservons toutes les notations précédentes, et appelons a, p, 7, ^ les 
segments des arêtes qui sont compris entre les sommets A, B, C, S du 
tétraèdre et les points de contact de ces arêtes avec la sphère. 

Si nous supposons que la sphère touche à la fois les six arêtes et non 
leurs prolongements j nous aurons 

^*' («'=?-+- 7, 6'= 7 -h a, c'=a-4-^; 

d'où nous tirons, en ajoutant verticalement, 

(I) a-^p-h'^-h^ — a-i-a'=b'+-b'=c-hc'. 

Donc, dans tout tétraèdre circonscriptible intérieurement par lejs arêtes ^ 
les sommes des arêtes opposées sont égales entre elles, 

* 320. Cosinus des angles an sommet S. — Désignons toujours ces 
nngles BSC, CSA, ASB par X, p, v. Puisque 

û"= lf^-\-c^— a^ccosX, 
il vient 

7,bc ibc 2,bc ' 

nous avons donc 

(II) COSX = I f^, COSfA = I ^î cosv = i -i-, 

^ ' bc ^ ca bc 


(*) G. DosTOR, Nouvelles Annales efe Mathématiques , 2® série, i874> t. XIII, 
p. 563. — Archives de MathématiqueSy 1875, t. LVII, p. 172. 
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d'où nous tirons 

(III) sm 


in*- = V^5 sin*-=— î sin*- = -7 
oc 1 ca 2 ab 


321. Volume du tétraèdre, 
donne 


La formule (III) du n** 293 nous 


36V»= — «»éV 


= ~ a^b^c 


— I — C09^ — COSfX 

— C08V I — COSX 

— COSfA «^ÎOS^ —1 

I o o o 

I — I — COSv —COSfX 

I — COSfA —1 — cosX 

I — COSp — COS> —I 


Ajoutons la première colonne à chacune des trois suivantes; il nous 

vient 

II I I 


36V'=-fl»ôV 


I o I — COSv I — COS/x 
I I — COSV o I — cosX 
I I — COSp I — cos). o 


Si dans ce déterminant nous substituons les valeurs ( II ) et que nous mul- 
tipliions par a, bj c d'abord les trois dernières lignes, puis les trois der- 
nières colonnes, nous aurons 


36V^= — 


i a b c 

a o aap 27X 

b aap o 2^7 

c 27a 2^7 o 

Divisons enfin les trois dernières lignes par 2 et multiplions aussi 
par 2 la première colonne résultante; le déterminant sera divisé par 4) et 
il nous viendra en définitive 

'^ a b c 

a o OL^ 7a 

b CL^ o p7 
c 7a ^7 o 

pour le triple carré du volume du tétraèdre. 

* 322. Rayon de la sphère tangente aux six arêtes du tétraèdre. — 
Soient &> le centre de cette sphère et p son rayon. Appelons f l'inclinaison 


(IV) 


9V'=- 
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commune de la droite S&> sur les (rois arêtes du trièdre S. Nous avons, 
en ayant égard à la formule (XXVI) du n** 246 , 

iosin-sini-sm- 

« 2 2 2 

p = ^tangf = ^ ; 

et, si nous mettons dans cette expression les valeurs (III), nous trouve- 
rons que 

4a^7^ _ 2apy^ 
^ ' f^ ~" abc^ " 3V • 

323. Angles des arêtes opposées. — Représentons par «1», ift>, G les 

inclinaisons mutuelles des arêtes opposées aeial^ b et b\ c et c\ Nous 

avons (283) 

%aà cosA» = ^'-4- ^'*— - c'— c'*; 

remplaçant les arêtes par leurs valeurs (i) en fonction de a, p, 7, ^, nous 
obtenons 

(VI) /co8i)s,=fl:ii^|î-^!, 

(y + «)(* + P) 


COSc^*— ; ' a\ I ^ î? 


d'où nous tirons 


VI) tang'- = -^ ^, teng*— = 7-^^ — -^, tang'- = ^r r, 

et par suite 

( VIII) lang — tang — tang — = i . 

* 324. Si la sphère, tangente aux arêtes BG, CA, ÂB, touchait exté- 
rieurement les arêtes SA, SB, SG aux points A^ B,,C,, on aurait tou- 
jours 

a'=P-h7, 6'= 7 H- a, r'=aH-p; 

mais il viendrait 

a=^'~a, b = è'-P, c = S' — y, 

où 

^'=SA, = SB, = SC,. 
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On trouverait alors que 

(IX) a -h p -4- 7 - ^'= rt'- a = 6'- 6 = c'- c, 

c'est-à-dire que les différences des arêtes opposées seraient égales entre 
elles. 
Le rayon de la sphère serait dans ce cas 

(X) P=^' 

* 325. Pour le tétraèdre régidier^ on a 

a-B = y = $ = -' et Y= — ^^ ; 
il vient, par suite, 


et, comme les rayons des deux sphères, Tune inscrite, Tautre circonscrite, 

sont 

a\/6 a\/6 

r— 7 K — — ;— > 


on^^^voit que 


fl' 


(XI) p^=g=Rr. 

Donc, dans le tétraèdre régulier y le rayon de la sphère tangente aux 
six arêtes est moyen proportionnel entre le rayon de fa sphère inscrite 
et celui de la splièrc circonscrite. 


§ VI. — Tétraèdre équifacial (*). 

* 3â6. Nous donnerons ce nom au tétraèdre dont les quatre faces sont 
des triangles égaux; les arêtes opposées y sont deux à deux égales et les 
angles plans de chaque trièdre valent ensemble deux droits. 

Nous représenterons par a, 6, c les trois côtés du triangle généra- 
teur ABC et par A, B, G les angles opposés à ces côtés. Nous désignerons 
d'ailleurs par les mêmes lettres âf, ^, c les angles dièdres qui sont adja- 
cents aux arêtes a^ b^ c du tétraèdre. 

(*) G. DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique ^ 1875, t. LVII, 
P- 179- 


l 
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Dans les fonnales du n"" 248 remplaçons a, p, v par A, B, C et X, Y, Z 
par a,b,c; elles deviennent 

(l) C0Sfl-i-C08^H-C0SC = I, 

(II) A= 2v/cosAcosBcosC = atang- tang-tang-« 

Jb ^ ^ 


* 327. Volume du tétraèdre. — Mettons cette valeur de A dans la for- 
I 
6 


mule (II), y = 2* obc^y du n"" 292 ; nous obtenons pour le volume du té- 


traèdre 


V = - abc v^cosAcosBcosC; 


or le triangle générateur nous donne 

COSA= ; ) COSB= y COSL = 


%bc %ca 'kob 

par suite, nous trouvons, en substituant et en élevant au carré, 

(in) 7iV*=(^'-hc'~flM(^'-+-«*— ^')(«'^-^'-^')• 

^ 328. Rayon des sphères inscrite et ezinicrite. — Désignons 
ces rayons par r et r', et par S la surface du triangle générateur. Il est 
évident que 

il vient donc 

^ ' ^ (a-\-b-\-c){b-k-c — a){c-^ a — b)[a^b — c) 

Si H est la hauteur du tétraèdre, on aura 

3V 

Ainsi la hauteur du tétraèdre équifacial est égale au diamètre de la 
sphère exinscrite et égale au double diamètre de la sphère inscrite. 

* 329. Rayon de la sphère circonscrite. — Les arêtes opposées da 
tétraèdre équifacial étant égales, la formule (YI) du n"" 315 nous don- 
nera 

576Y'R»= (a^-t- ^»H- c^) (6»-+- c'- û») (c»-4r «'- ^') («'h- ^'— O; 
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divisant cette égalité membre à membre par la relation (III) qui précède, 
nous obtenons 

(V) 8R^=û*-H6^-4-c^ 

Donc le double diamètre de la sphère circonscrite au tétraèdre équifa* 
cial est égale à la racine carrée de la somme des carrés des six arêtes 
du tétraèdre. 


§ L — Tétraèdre a arêtes opposées rectangulaires (*). 

* 330. Théorème I. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectan- 
gulairesy les sommes des carrés des arêtes opposées sont égales entre 
elles. 

Nous avons vu au n^ 284 que, si deux systèmes d'arêtes opposées sont 
rectangulaires, les deux arêtes opposées restantes sont aussi perpendicu- 
laires entre elles. En supposant donc 

(i) a = p = 7 = -5 d'où cosa = cos^ = cos7 = G, 

les trois formules (I) du n^ 283 donnent de suite 
(I) à'-ha"=ljr--^b'^=c^-^c'\ 

* 331 . Théorème II. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectan-- 
gulaires, les trois arêtes d'un même trièdre sont proportionnelles aux 
cosinus des faces opposées de ce trièdre. 

Car l'hypothèse (i) réduit les égalités (in) du n° 285 aux suivantes : 

acosfA = 6cosX, ^cosv = ccosfA, ccosX = cosv, 
qui donnent 
(H) _£_=_!- = _£_. 

COSA COSfx COSV 

* 332. Relation entre les trois arêtes d*un même trièdre et les 

angles dièdres adjacents. — Soit - la valeur commune des trois rap- 
ports (II), de sorte que 

(a) cos^> = ûV% cos^ = ^V, cos'v = cV. 


(') G. DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique^ 1875, t. LVII, 
P- «77- 
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Le trièdre S nous donne aussi 


(in'X __ sin'f* __ sin^v _ ,, 


sin'X 
sin 


d'où nous tirons 


(3) 


sin'A = r'^sinV/, sin=a = r'^sin-^, sin'v = r'^sinV. 


Ajoutant les égalités (a) et (3), nous obtenons 

— I -h r-«*-i- r"sin*fl = o, 

— I -h r'fc' H- /-"sin'^ = o, 

— i-f- r't* -+- r"sin'c = o. 

Éliminant les inconnues r* et r'^ entre ces trois équations, nous trou 

vons la relation 

I rt' sin*« 

I h^ sin*^ = o, 

I c' sin'c 


(III) 


qui, étant développée, se met sous la forme 


„„ I /sin'* sinVX i /sin'f sin'a\^ i /sin'a sin'A 


On a pareillement les égalités 


I 

û» 

sin^a 


I 

b^ 

sin* 6 


I 

c^ 

sin'c 

I 

h"" 

sin'^' 

= o, 

I 

c'^ 

sin'c' 

= 0, 

1 

a'^ 

sin^a' 

I 

c'-' 

sin^ c' 


I 

à' 

sin*rt' 


I 

b" 

sin' 6' 


o. 


*333. Dans les relations (X) et (XI) du n* 291 posons a =-; elles 


donnent 

(V) 


a'a'^ 


:= B'-4- C* — 2BC cos« = A' H- S*— a AS cosa'. 


On en conclut que : 

Théorème III. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectangu- 
laires, le carré du demi-produit de deux arêtes opposées égale la somme 
des carrés des deux faces adjacentes à l'une de ces arêtes , moins le double 
produit de ces deux faces par le cosinus du dièdre compris. 
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* 334. Faisoussina = sinp = sin7 = i dans la relation (XIII) du même 
numéro 291 ; nous trouvons que 

( VI ) i [a'a"-^b'b"~h c'c") = A^-+- B'-f C»-+- S^ 

4 

Ainsi : 

Théorème IV. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectangu- 
laires, la somme des carrés des produits des arêtes opposées est égale à 
quatre fois la somme des carrés des quatre faces. 

* 335. Volume du tétraèdre. — Les égalités (U) donnent 

û* _ ^^-h c' — 2^ccos> _ a!^ 

cos*> "~ cosY-+-cos*v — acos^cospcosv ~ sin*X — A'^ 

d*où Ton tire 

<7*A* —a* sin*> — a!'^ cos'X. 

On trouve ainsi que 

/ 36V' = aH^c^ùi^ = b^c' {a^ sin'X — a'^ cos'X) 

( VU ) I =c^a'{ b* sin' y. — b" cos V ) 

f — a^lr* [c^ sin'v — c'^ sin^v ). 


■•••« 


I 


I 
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En développant les déterminants, on ramène cette équation 
à la forme 

-h {x x^Zi^x ZiXi -^X z^Xi — x^^^^ -^ ^ ^«T*» — ^ 73^1)' 
-h{xxiZ2—x «,^a-i-^z,jrj — j^aTi-ïa-i-z x^x*— ^ X^^^]^ 

= {XtXtZi— ^,Z,/s-^ri'3i^3--/i^j23-f-'S|^aj3— ZiX^^iY- 

341. Lorsque les coordonnées sont rectangulaires et que 
les demi-diamètres OA^ OB^ OC sont les axes de la surface (i), 
Téquation (I) se réduit à - 


(III) 


xxt-\-rxi-^ ^^i _^ (^^i-^xy^-^ zz^Y 


^î-f-rî-hz? \ X'. 


I xx^^yXi^^2l^y 
\ ^î+r3 + ^î / 


avec la triple condition 

/ x^Xi-^X^Xi-^ ^i^i=-^f 

(3) ' ^3^i-^r3ri-+-'23 2i — o, 

« 

342. Si les coordonnées x^^ x^* ^s ^^^^ seules imaginaires 
et de la forme (3^— i, l'équation (I) représentera un hyper- 
boloïde à une nappe; si ces coordonnées seules sont réelles et 
les autres imaginaires, on aura Thyperboloïde à deux nappes. 

343. Équation aux axes des surfaces du second degré. — 
Supposons que a^ b, c soient les coordonnées du centre de la 
surface du second degré 

!/{Xy XyZ) — Aa:'-f- Ay H- k"z^ 
-+- il&x^ + nB' zx -h 7iB" XX 
-h HCX -f- 2C> -\- 2C"Z -i- D 1=: O. 

Cette équation peut s'écrire 

(f[x,x,z)=-f^{^''aY'^k'{x—bY-^A"(z — cY 
(5) \ -4-2B(^— ft)(2— c)-h2B'(z — c)(^ — a) 

2B"[X'-a){x—b)-hU=o 
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OU encore 

où l'on a 

(7) n = Ca-hCb-hC'c-^J). 

L'équation du plan tangent au point (x% /', z') de la sur- 
face (4) sera 

(8) . (^-^')/.-i-(r-r')/;-^(^-^')/;-o, . 

pendant que la droite menée du centre (a, t, c) au point (x'y/, z') 
sera représentée par les équations 

, ^ X — a y* — b z — c 

Pour que le point (^',/, z') soit un sommet de la sur- 
face (6), il faut et il suffit que le rayon central (9) soit per- 
pendiculaire au plan tangent (8). On obtient ainsi les égalités 
de condition (268) 

Jx' 


[x'—- a) -h (/— b) cosv -h (2'— c) cos]:* 
(IV) 


fy 


[x'— a) cosv -4- (/— 6) -f- [z'— c) cosX 
"" (x'—a) cosfjt + (/— 6)cosXh-(-3' — c)' 

• 

où "k, iLy V sont les angles des axes. 

Ces équations (lY) existent pour toute droite menée du centre 
à un sommet quelconque de la surface; il suffit donc d'y sup- 
primer les accents des variables pour avoir les équations qui 
déterminent les axes de la surface (4)- 

344.. Grandeur des axes des surfaces du second degré. — 
Dans les équations des axes (IV), oix'x^jr^z désignent les 
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coordonnées d*un sommet, 


(V) 


(^ — aj -h ( j — b) cosv -H (z — c) cos/x 

fr 

(x — tf)cosv-+- (j— 6) -^- (-S — cjcosX 

f, 

[X —a] cos/x -i- (/ — b) cosX -î- (z —c)' 


multiplions les deux termes de la première fraction par x — a, 
ceux de la seconde par :r — 6 et les termes de la troisième 
par z -- c, puis faisons la somme des numérateurs et celle des 
dénominateurs; nous obtenons une fraction, dont le numé- 
rateur, en vertu de l'équation (6), est égal à — 2H et dontle 
dénominateur est égal à R% R désignant la distance du centre 
au sommet. 
Nous formons ainsi les trois équations 

R'/^ 4- 2H [x — a-h (x — b) cosv -+- (z — c) cos|ut] = o, 

R*y^-4- aH [(X — a) cosv -hy — b -h [z — c) C0S>] rrr o, 

R'/^ H- 2H [(x — • a) cos/x -+-(/—*) cosX -r- (z — c)] = o, 

que nous pouvons transformer. 

En effet, Téquation (5) donne pour les demi-dérivées les va- 
leurs 

if: = A (^-«)-f-B''(r-6)+R"(z-c), 

if; = W'{x -.a)-^A'(x-b)^B{z-- c], 

en les substituant dans les trois équations qui précèdent, on 
les change eh 

(AR^ -\-n) [x - a) -\- {WK'H-ncosv) ix — b) 

-t- ( B' R* -+- H cosfz) (2 — c) = o, 

(B'^R^-r Hcosv) [x-a)-h (A'R'h- H) (j - b) 

-i-(BR^ -f-HcosX)(3 — c)=:o, . 

(B' Ra + Hcos|:x) {x — a)-h (BR'-f-H côsX (x — b) 

-^(A'^R^-+-H)(2 — c) = o. 


(10) 
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Ces trois équations sont homogènes et du premier degré 
par rapport aux variables x — a^y — h ^\ z — c; si nous éli- 
minons ces variables, nous obtenons la résultante 


(VI) 


AR»4-H B''R^4-Hcosv B'RM-Hcos/ul 

B"R»-f-Hcosv A'R'-f-H BR»-^HcosX :=ro, 
B'R»-i-Hcos/x BR^-f-HcosX A'R^-f-H 


qui nous fournit les carrés des demi-axes de la surface du se- 
cond degré (4). 

Développons ce déterminant par la méthode de Sarrus, il 
nous vient 

(AR» -+- H) (A'R» -H H) (A"R' -f- H) 

H- 2 (BR^ -f- H cosi) (B'R^ H- H cos /:z) (B''R=^ H- H cos v) 

— (AR^-f.H)(BR'-4-Hcosi)'-(A'R^-f-H)(B'R'-i-Hcos/x)^ 

-(A'^R'+H) (B''R=-f-Hcosv)'=:o, 

et, en effectuant, 

(AA'A"h- ftB'BB" - AB'~ A'B"- A'B"') R« 

- [(B'— A'A") -f- {B"-A*A)-f-(B'"-AA)-f- 1 (AB-B'B'') cosX 

-f- 2(A'B' - B"B) cosa H- 2(A"B"- BB') cosvlHR* 

(VIL ^ / r \ / j 

^ ' ^ -i-[Asin*X -H A'sin^fx -+- A"sin*v -\- 2B(cospicosv — cos>) 

-+- 2B'(C0SVCOS^— C0Sfx)-H2B"(c6sX cos/x— cosv)]H'R* 
-r-(l— COS')— COS'p— COS'v-f- 2C0SX COSfACOSv)H':= O. 

344 his. Équation d'un axe en valeur de la grandeur de cet axe. 

— Multiplions les égalités (lo) respectivement par BR^h-Hcosa, 
B'R^-h Hcos/x, B"R*-+-Hcosv et retranchons chaque résultat du précé- 
dent, nous obtenons les nouvelles égalités 

[( AB - B'B") R^ -4- (B — B' cos V - B" cos p 

-t- A cos>) HR^ — (cosfA cosv — cosX) H^] [x — a) 

^ ^ ' H- A' cosp) HR^— (cosv cos> — cosfjt) H'] (j — b) 

= [(A"B" - BB') R^ -h (B"— B cos fA - B' cos)^ 

H- A' cosv) HR'— (cosX cosp — cosv) H*] {z — c), 

qui constituent les équations de Tun quelconque des trois axes en valeur 
de la grandeur R de cet axe. 
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345. Équation et grandeur des axes des surfaces du second 
degré, pour des coordonnées rectangulaires.— Ces équa- 
tions s'obtiennent en faisant cosX = cos|x = cosv = o, 
sin> = sin/x= sinv = i dans les formules (V), (VI), (VII) 
et (VIII). On trouve ainsi 

f f f 


X — a 


r 


b z — c 


pour les équations aux axes; 


(X) 


ou 


AR'H-H B'^R» B'R=» 

B'R» A'R»-hH BR' 

B'R» BR» A"R»-hH 


==o. 


(AA'A"4- 2BB'B"~ AB*- A'B'» — A'B''») R« 

(XI) { -f-(A'A"-B»-+-A"A— B'^-h AA'-B"')HR* 

4- ( A + A' -f- A'' ) H' R^ -H H* = o 

pour l'équation qui donne la grandeur d'un axcy et 

I [(AB -B'B'OR'-f-BH] (a:-a) 

(XII) j ==:[(A'B'-B"B)R>-+-B'H](r-&) 
( --^ [(A"B"- BB' ) R»-4- B"H] [z - c) 

pour les équations d'un axe en valeur de la grandeur de 
cet axe* 

346. Réalité des racines de l'équation du troisième degré 

en S. — Soient a, (3, y les cosinus de direction, pour des 
axes rectangulaires, d'un système de cordes parallèles dans 
la surface du second degré (4); les équations de l'une de ces 
cordes seront 


(") 


X — a X — b z — c 


a, by c étant les coordonnées d'un point de la corde. Le plan 
diamétral correspondant sera représenté par l'équation 


«/;+p/:+y/;=o. 
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dont la développée est 

(Aa-hB"|3 + B'y)^-i- (B"a 4- A'(3 + By) j 

(B'a-i-B(3 + A'»i? + Ca + epH-C'y==d. 


Pour que ce plan soit perpendiculaire a la corde (i i}> il faut 
et il suffît que Ton ait 

Aa-^W^-hB'y _ B^^g-f-A^p-i-By ._ B^«-4-B(3 + A^^y _ 

~ (3 - y 

S désignant la valeur commune de ces trois rapports. 
Ces relations de condition reviennent aux trois 'suivantes : 

!(A — S)a-f-B''PH-B'yi=o, 
B''a-4-(A'-S)(3 + By = o, 
B'a -i-Bp + (A'^-S)y =o, 

qui, pour être vérifîées par un même système de valeurs 
pour a, (3, y, exigent que l'on ait 


(XIII) 


A - S B' B' 

B' A- S B 
B' B A'-S 


o. 


II s'agit de prouver que les trois racines de cette équation 
sont toujours réelles. 

Cette proposition a été établie de plusieurs manières, entre 
autres par MM. Cauchy, Kummer, Borchardt et Jacobi ; M. Syl- 
vesterl'a démontrée aussi d'une manière très-simple et fort élé- 
gante, en y appliquant la multiplication des déterminants (*]. 
M. Gérono l'a encore prouvée tout récemment, au moyen des 
déterminants, dans son journal les Nouvelles Annales de Ma- 
thématiquesy a* série, 1872, t. XI, p. 3o5. 

La démonstration suivante nous paraît très-avantageuse par 
sa grande simplicité. 

Multiplions les égalités (12) respectivement par B, B', B", 
que nous supposons tous les trois différents de zéro; elles 

(*) Philosophical Magazine, i852. 
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deviennent 

(AB - SB) a -+- B"B(3 -h BB'y =r o, 

B'B"a-h (Â'B'-SB')(3-4-BB'y=ro, 

B'B"a-f- B'^B(3-t- (A'^B''- SB") y=s.o. 

Si nous posons dans celles-ci 
AB- B'B'=3 ûB, AB - B'Br:= a'B', A"B"-BB = a'B", 

elles se changent en 

f (tf - S) B a M- B'B'a 4- B"B(3 -i- BB'y rr: o, 

{i3) (a'-S)B'(3-4-B'B"aH-B''B(3-^BB'y=:--o, 

I (a'--S)B''y+B'B"a-f-B"B(3-i-BB'y = o, 


lesquelles prouvent que 

[a - S) Ba r:rz (fl' - S) B' p ^- (a"- S) B'^y. 

Beprésenlons par P chacun de ces trois produits égaux; 
nous avons les valeurs 

_ _ P « _ _ P_ _ P 

« — (a 1. S) B' "^ — (a'-~ S) B' ' '^ "" (a"~ S) B''* 

qui^ éiant substituées dans l'une des équations (i^), nous 
fournissent immédiatement l'équation en S 

B B^^ B^B r>R' 

^ "^ (a - S) B "^ (a'-S)B' "^ {a"-'6)W' ~^ "^^ 

qui devient, par révanouissemenl des dénominateurs, 

(BB'B"(S-a)(S-a')(S-a") 
(XIV) j -B'»B''»(S-a') (S-a",-B"»B»(S~a")(S-û) 

( -B»B'>(S-a)(S--a')^o. 

Pour fixer les idées, supposons que le produit BB'B"^ soit 
positif : 

1° Admettons d'abord que les trois quantités a, a', assoient 
inégales et rangées par ordre de grandeurs croissantes. 

Si, dans l'équation (XIV), nous remplaçons S successive- 
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ment par — oo , a, a! , a" et H-oo , le premier membre prendra 
les valeurs correspondantes 

— o), -.B''B''='(a'-a)(a''-a), 

— B'B'» [a" -a] [a" -a'), -hoo, 

qui présentent trois variations; donc l'équation (XIV) a une 
racine comprise entre a et a', une autre entre d et a" et la 
troisième entre a" et + oo . 

2<> Si deux des trois quantités «, a\ a" , par exemple d et a", 
sont égales, l'équation (XIV) se réduira à 


(S— a')[B'B"(S— rt')ÎB(S~a)-B'B"j~B»(B'^+B"^)(S^a)] = o 

et admettra une racine comprise entre a et a! y une seconde 
égale à ci! et la troisième plus grande que a! . 

3** Si les trois quantités «, a', a" sont égales entre elles, 
l'équation (XIV) a deux racines égales à a et la troisième plus 
grande que a. 


§ III. — Les surfaces cylindriques du second degré. 

347. Condition pour qu'une surface 

(0 f[oc,y,z) = o 

soit cylindrique. — Cette surface sera un cylindre parallèle à 
la droite 

X Y z 


abc 


si le plan tangent 

(3) (^-^')/; + (r-r')^.+ (^--^U'=o. 

mené en un point quelconque (r,jr, z) de la surface (i), con- ' "^ / ^ 
lient la droite '~ 

,,, X — x' Y — r' z — z' 

^^ ■ abc 

qui est menée par le même point [x'^fy z').parallèlement à la 


/ 
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droite (a). On obtient de la sorte, entre les quatre incon- 
nues x — x'^jr — yy ^ — z' et — tt, les quatre équations ho- 
mogènes du premier degré 


o. 

"-^/^{^- 


+fAr- 

-/) 

+fA^ 

-Z') 

O, 

a. 

— a -M . ( j; - 


+ o,{r- 

-/) 

-+-0.(2- 

-Z-) 

o. 

b. 

— u-ho.(x ' 

-X') 

+ ^Àr- 

-/) 

-hO.{z- 

-z')- 

o. 

c. 

— u -ho, [x - 

-X') 

-t-o-{r- 

-y) 

+ i.(z- 

-Z') 

:0, 


qui, pour être compatibles^ exigent que leur déterminant soit 
nul. On trouve ainsi la relation de condition 


(I) 


o 

/x- 

fr 

f. 

a 

l 



h 

b 

o 

I 

o 


qui doit exister quel que soit le point (x', y y z'] de la sur- 
face (i). 

'Cette relation, qui, par la suppression des accents, re- 
vient à 


(U) 


«/:+ftx+^/.=o. 


se nomme Yéquation aux différences partielles des surfaces 
cylindriques i^2iTi\\é\es à la droite (2). Elle s'obtient immé- 
diatement en remplaçant dans [Z) x — x' yjr—y t\.z — z' par 
leurs valeurs tirées des équations (4}* 

348. Conditions pour que Téquation générale des surfaces 
du seeond degré représente un cylindre. — Dans la rela- 
tion (II) remplaçons/^ ,/y , /[ par les expressions qu'en four- 
nit réquation 

f[xy y, z) = Ao:' -+- A'/»-+- A'V-+- 2B/Z -+- 2V zx -h ^B^'xy 

-h 2Ca: -+- 2Cy-+- 2C''-3 H- D=r o; 
nous obtenons l'égalité 

a {Ax -f- By -+- B'i? -4- C) -4- 6 (B'-'^r -h A'y + Bz -h C) 

. -+■ c {Wx -4- By -hM'z-hC) =0, 
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ouy en ordonnant par rapport à x^ j, z, 

(Aa-hB*'ft-f-B'c)j:-+-(B''a-4-A'6-4-Bc)7 

(B'a-f. B6 -hA"c)« + Ca4-Cft + C''c= o. 


Cette dernière égalité devant avoir lieu pour toutes les va- 
leurs de x^y, Zf qui satisfont à Téquation (5) de la surface, 
exige que Ton ait à la fois 


(6) 


AaH-B"6-+-B'c = o, 
B"a-f-A'ft-4-Bc =o, 
B'a-hBft -+-A"c=o, 
Ca -hC'ft-f-C^c = o. 


Ces quatre équations sont homogènes et du premier degré 
par rapport aux trois inconnues a, b,c; pour qu'elles soient 
compatibles, il faut et il suffit que, étant considérées trois par 
trois, elles fournissent des déterminants nuls. On obtient 
ainsi les quatre relations 


{III ) 


(IV) 



9 

A B" B' 




B" A' B 

— o; 



B' B A" 



B" A' B 


B' B A' 


C C C" 

B' B A" 

= 0, 

C C C 

= o, 

A B» B' 

c c c 


A B» B' 


B" A B 


= o, 


dont deux quelconques sont une conséquence des deux 

autres. 

. En développant ces déterminants, on a les équations 


(V) 


(VI) 


AA'A'+aBB'B" — AB»— A' B" — A''B'"= o; 


C(B»- 

C'(B"- 
C"(B'" 


A'A") 

A' A) 

■AA') 


C'(A''B'' 
C''(A B 
C(A'B'- 


BB') 
B'B") 
B'B) 


C'(A'B'- 
C(A''B"- 
C'(AB 


B'B) 

BB) 

B'B") 


o, 


= 0, 


— Bit" ==0. 


349. Reprenons les équations (6). Si nous éliminons c entre 
la première de ces équations et la seconde, a entre la seconde 

DosTOK. — Déterm. 3 
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et la troisième^ nous obtiendrons les égalités 

(7) fl(AB-B'B") = 6(A'B'--B''B) = c(A''B' — BB); 

divisant les trois termes de la dernière des équations (6) par 
ces trois quantités égales, on trouve la relation 


(VII) 


c 


c 


ou 


(VIII) 


AB BB' ' 

AB' B"B 

-r 

A'B"- 

- BB' ." 

C 

C 



C 

I ÀB BB 









AB' B" 

B 




I 




A'B' 

'-BB' 


= 


= 0, 


qu'il suffit de joindre à la relation (III) pour avoir les deux 
condilions nécessaires et suffisantes pour que l'équation ( 5 ) 
représente un cylindre. 

350. Direction du cylindre. — Multiplions membres à 
membres les équations (2) et (7]; nous trouvons 

(IX) a: (AB ^ B' B") = j(A'B'- B'B) = z (A'^B'^- BB) 

pour les équations de la droite menée par l'origine parallèle- 
ment au cylindre. 

Le plan» mené par l'origine perpendiculairement aux gé- 
nératrices du cylindre, est représenté, dans le cas d'axes rec- 
tangulaires, par l'équation 


(X) 


a: 


AB-B'B" A'B'— B"B ' A"B''— BB' 


= 0. 


3S1. Équation du cylindre parallèle à une droite donnée (2) , 
qui est circonscrit à la surface du second degrél(348). — Dé- 
signons par X, j, z les coordonnées d'un point quelconque M 
d'une généralrice CM de ce cylindre, el^'par^', y, z' celles du 
point de coniact C de cette génératrice avec la surface (3^8). 
Cette généralrice, devant être parallèle à la droite (2), est re- 
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présenlée par les équations 

qui donnent 

;r'=:;r^-aX, /'=7'-4-ft>, y=z-+-cX, 

où la valeur de Tlndéterminée X dépend dé la position du 
point de contact C sur la génératrice CM. 
Le point de contact C appartenant à la surface (348)» on a 

ou 

en posant 
F(fl, 6, c] = Aa«-h A' 6* -4- A"c»-f- aBftc -f- nWca -f- 2B''a6. 

Hais la génératrice (8) ne rencontrant la surface (348) qu'en 
un seul point, la quantité > ne saurait avoir qu'une seule va- 
leur : par suite les deux racines de l'équation précédente sont 
égales. On trouve ainsi, entre les coordonnées Xy j, z d'un 
point (quelconque M du cylindre, la relation 

(XI) («/.-H6^-hc/J'-4/(a;,r,^)F(a,.ft,c) = o, 
qui est Véquation demandée du cylindre. 

352. Courbe de contact de ce cylindre. — L'équation pré* 
cédente est satisfaite par les coordonnées des points situés à 
la fois sur la surface (348) et dans le plan 

(9) «/: + */. + c/. = o; 

par conséquent le cylindre (XI) touche la surface (348) le long 
de la courbe située dans le plan (9) ou dans le plan 

( (Aa-f-B"6-hB'c)^-h(B"a-+-A'6-+-Bc)7 
^ ^ I -f-(B'aH-B6-hA''c)2 + Ca-f-C'6-4-C"c = o. 

353. Exemple. — Circonscrire à V ellipsoïde 

Aa:^-hAy-4-A''z'=i 

30. 
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un cylindre parallèle à la droite (2). Puisque 

et que 

F (a, 6, c) = A«»-+- A'&>-4- A^c», 

l'équation du cylindre en question sera 

(Aa^r -4- A'ftT'-h A^cz)' 
= ( Ax»-f- A'7»-f- A'^-s»— 1) ( Aa'-4- A'6«4- A'^c»). 

Si l*ellipsotde est donné sous la forme 

et que R soit le demi-diamètre parallèle au cylindre; a, ^, y 
les inclinaisons de ce diamètre sur les trois axes, on trouvera 
que l'équation du cylindre circonscrit est 

^ fxcosa rcosÔ zrosyX' .r» r* 3* 
\ a* 0^ c* / a* 6* c' 

354. Équation du cylindre circonscrit à la surface du se- 
cond degré ( 348 ] et qui touche cette surface suivant son in- 
tersection avec le plan 

(10) pa: + g^ -4- rz -4- * = o. 

Ce cylindre sera parallèle à la droite (2] si le plan (9) ou 
(XII) est identique avec le plan donné (10), c'est-à-dire si 
l'on a les égalités 

^"'j _ Wa'{-Bb'^A''c _ Ca-hCb-ha'c _^ 

Multiplions les deux termes des trois premières de ces 
fractions respectivement para, b, cet faisons la somme des 
numérateurs et celle des dénominateurs; nous obtenons l'éga- 
lité 

Aa'4- A'i»-t- A''c»-h2B6cH- 2B'£ra-h 2B''/i6 = (/?e/-h ^6-f rc)i. 
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qui, jointe aux trois premières des égalités (ii), fournit le 
système des quatre équations 


(«. 

,ft,c) 

'{-'kpa-^'kqb -4-Xrc 

=^o. 


->p 

-h AdH-B''6-hB'c 

— o. 


->9 

+ B''a-HA'6-f- Bc 

= o, 


— Xr-+-B'«-4- Bé-^A^'c 

= o. 


entre les trois inconnues a, i, c au premier degré. Éliminant 
ces inconnues, on trouve la relation 


qui donne 


F(a, b, 

c) 

Ip 

X^r 

Xr 





■kp 

À 

B' 

B' 

r= O- 



M 

B" 

A' 

B 

Vf 



Xr 

B' 

B 

A" 





o 

P 

Ç 

r 

A 

B' 

B' 


p 

À 

B" 

B' 





| = — >• 




• 

B'' 

A' 

B 

1 '* 

1 

B" 

À' 

B 

^ 









B' 

B 

A'' 


r 

B' 

B 

A' 






Multiplions les deux termes des quatre fractions (ii) res- 
pectivement par ^x, !ijr> ^^^ et 2, et faisons encore la somme 
des numérateurs et celle des dénominateurs; nous obtenons 
l'équation 

2( Afl 4- B'é -♦- B'c)ar + 2(B''« -f- A'6 -+- Bc)/ 

-h a(B'a + B6 -+- A^cjz 4- a(Ca 4- Cb 4- C'c) 
= !i'k{px-h qx-¥- rz 4-5), 


.'^^.S. 


qui peut s écrire 

2€ï(A^ 4- B''/4- B'z 4- C) 

4- 26(B'';r 4- Ay 4- Bz 4- C) 4- 2c(B':r 4- B/ 4- A''z 4- C") 
= 2'k{px 4- ^7 4- rz 4- *), 


ou encore 


(13) 


«/x -<• kfr-^ c/; =2X(/ia; 4- 5fr 4- rz 4-<$). 
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Il nous suffira maintenant de substituer les valeurs (12) 
et (i3) dans Téquation (XI), pour avoir Féquation 


/(^*r>«) 


{XIII) 


[px 


p q r 





p k B' B' 




g B' A' B 




r B' B A' 





A 

B' 

B' 

qX-i- rz-h t]' 

B* 

A' 

B 



B' 

B 

A' 


= 


du cylindre circonscril à la surface du second degré (348), qui 
touche celte surface suivant son interseciion avec le plan (10). 

355. Exemple. — Circonscrire au paraboloXde 

(i4) fi^'X*^) =A'j^*4- A"z' — 2x = o 

un cylindre qui touche la surface suivant le plan 
(i5) Ix H- my-^ nz ^-^=o. 

Pour les paraboloïdesy le déterminant 

A B'' B' 

B'' A' B 
B' B A*^ 

se réduit à zéro; par conséquent la formule précédente (XIII) 
leur est inapplicable. 

Dans ce cas on a recours à Téqualion non transformée (XI), 
où l'on remplace a, b, c par les valeurs que Ton trouve, en 
identifiant les deux équations (g) et (i5) 

af^ -^bf^-^cf^ = o et Ix •+• mjr ^- nz -+- r= o. 

On voit d'abord que / = o, ce qui réduit le plan de la ligne 
de contact à 

{16) mjr-\- nz -^ r = o» 

Donc, lorsqu'un cylindre est circonscrk à un paraboloXde , la 
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courbe de contact est située dans un plan parallèle à Vaxe du 
paraboloïde. 

On trouve ensuite que 

» ■ 

fl^ -f- éjÇ -f- ç/! = 2 (A' 67 -4- A" cz — a) = 2 >{mj -Miz -h r), 
ce ((ui donne 


a = rA, b = j^7 ^~A^' 


ety par suite^ 


Substituant ces valeurs dans l'équation (XI), on obtient 

(m* n^\ 
-T7 -4- Y7/ j > 

pour Yéquation du cylindre circonscrit au parabolotde (i4), 
et touchant cette surface suivant une courbe située dans le 
plan (16). 

Si le plan de la courbe de contact est en même temps pa- 
rallèle à Taxe des j et situé à une distance d du plan des xjr^ 
le cylindre circonscrit au paraboloïde 

1 =zX 

2p 2g 

aura pour équation 

^jî— 2pqx -h apdz — pd^= o. 

Pour d = o, le cylindre touche le paraboloïde suivant la 
parabole 


§ IV. — Les surfaces de révolution du second degïié, 

356. Condition pour q[u'ime surface 
soit de révolution. — Soient a:, /, z les coordonnées d'un point quel- 
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conque de la surface (i). La normale en ce point a pour équations 

X — X Y — r Z— a 


(^) 


s: 




= U, 


les axes des coordonnées étant rectangulaires, et X, Y, Z désignant les 
coordonnées courantes. 
La surface (i) sera évidemment de révolution autour de la droite ' 


(3) 


X-pY^q Z^r 


a 


= p. 


si cette ligne est toujours rencontrée par la normale (2), quel que soit le 
point M ou (x,^-, z) de la surface (i). Pour que cela ait toujours Heu, il 
faut et il sufBt que les équations (1) et (3) admettent toujours un même 
système de valeurs pour X, Y, Z. 

Ces équations (2) et (3), au nombre de six, contiennent au premier 
degré les cinq inconnues X, Y, Z, a et f»; si doAc nous éliminons ces 
cinq inconnues entre les six équations (2) et (3), nous obtiendrons une 
relation entre les paramètres de la surface donnée (i), ceux de Téqua- 
tion (3) et les coordonnées .r, y, z du point M. 

Cette relation se calcule aisément. En efifet, les équations {1) et (3) 
pouvant s'écrire 

x~«jr.-x = o, Y-«/;-r = o, z-«/;~3=o, 

/?p — X -+-/? = o, bv—Y -h ^ = o, cv — Z -hr = o, 

nous éliminerons d'abord X, Y, Z, en ajoutant verticalement, ce qui nous 
fournit les trois équations 

^"-«/^ — (r--f7) = o, 

CP-tt/^-(z— r)=:o, 

entre les deux inconnues u et p. 

Pour que ces trois équations soient compatibles, il faut et il suffit que 
leur déterminant soit nul. Nous trouvons ainsi la relation demandée 


(I) 


« y: ^- 




X 

r 


^ z 


p 

7 

r 


= 0, 


dans laquelle nous avons changé les signes des éléments des deux der- 
nières colonnes. 
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Cette relation est Yéquation aux différences partielles des surfaces de 
révolution. Elle doit exister, quelle que soit la position du point M sur la 
surfece (i), ou quelles que soient les valeurs des coordonnées Xy y^ z sa- 
tisfaisant à réquation (i). Si on la développe, elle prendra la forme 

357. Gonditioiui pour q[ne l'équation générale dn second degré 

I f(x j-, z) = Ax'-+- Ay 4- A'z» 

( -4-2Bj5-h2B':&r-haB'.r/-h2Cx-h2C>-»-2C''z-hD = o 

représente nne surface de révolution. — L'axe de révolution passe 
nécessairement par le centre de la surface, lequel est déterminé par le 
système des trois équations 

/; = o, /; = o, />o. 

Les équations de Taxe sont par suite de la forme 

( AX -+- B^Y H- B'Z -t- C _ B'^X h- A'Y -t- BZ -+- C 

j a ~" a' 

'^^ ' B'X -+- BY -+- A'Z -h C 


_ = ç 


OÙ a, o', a" sont trois constantes indéterminées et v une inconnue. 
Dans ces équations (5) substituons à X, Y, Z leurs valeurs 

tirées des équations (a) de la normale ; la première devient 

/ïi^ = A(x-f-i//;) + B^(/-+-«/;)-+-B'(3H-///;)-HC 

= AxH-BVH-B'zH-C4-a(Ay;H-B''/;H-B'y;) 

=i/>«(V>By;^B'/;). 

Nous obtenons ainsi les trois équations 

- aa .» +>;; -H a« (A /; -1- B'/; + B'y; ) = o, 

- aa'P +f^ -*- a«(B"/: -.- A'/; + B /^ ) = o, 

- %*',> -h y;; + ^«(B'/; + b /; -+- av; ) = ©, 
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entre les deux inconnues —%» et au. Éliminant ces inconnues, nous 
trouvons la relation de condition 


(lU) 


a 

fL 

A./:^ 

B'^ + 

B'/; 

«' 

fr 

8»/;+ 

A7; + 

B/. 

a* 

/; 

B'/:+ 

By;+ 

A'y: 


= o. 


Ce déterminant doit être identiquement nul, quelle que soit la position 
du point M sur la surface (4); par suite il faut et il sufQt que les deux 
colonnes variables, la seconde et la troisième, ne diffèrent que par un 
facteur constant. 

Soit s ce facteur, qui rend les éléments de la seconde colonne égaux à 
ceux de la troisième; nous obtenons les trois équations 




A/; 
Bv: 


•'y 
A'/' 

Jy 
Jy 


Vf,, 

A'/:. 


Considérons le cas où les coelïïcients B, B', B' des rectangles des va- 
riables sont tous différents de zéro. 
Si nous éliminons/^ entre la première et la seconde de ces équations, 

/^ entre la seconde et la troisième, il nous vient 

( Bf - AB -+- B'B")/' = [Ws - A'B' -t- B^B)/' = (B^ - A'B'h- BB')/; . 

Or dans ces trois produits les facteurs fj,} f'i f. sont variables : car 

leurs valeurs changent avec la position du point (x, j, z) sur la sur- 
face (4); par suite, pour que ces égalités soient possibles, il faut et il 
suffit que Ton ait 

G = Bj — AB H- B'B''= Ws - A'B' -h B'B = B's - A"B"-t- BB'. 
On en déduit les relations de condition connues 


(IV) 


, B'B» ,, B'B ,, BB' 

ç — - A — A' = A*— • 

^ B~ B' B" 


358. Fonne implicite des équations de l'axe de révolntion. ^ Nous 
l'obtiendrons au moyen des égalités (5) en y substituant les valeurs 
propres de a, a', a' que nous allons calculer. 

Dans le déterminant (III) multiplions les trois lignes respectivement 
par B, B', B'; puis, dans ce résultat, remplaçons AB, A'B', A'B' par leurs 
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valeurs Bs-hB'C, B'^ -4-B*B, B"^ 4-BB' tirées des relations (IV); Té- 
quation (UI) devient 


Ba B/; ^B/^^B'B'/^-HB^B^H-BB'y^ 

b'ol' b7; ^B'/; + B'B''y^+B«B/; + BB'/; 

B'a" B'f j B"/' H- B'BV' H- B^'B/' H- BBT 


= 0, 


OU, en retranchant s fois la seconde colonne de la troisième et en divisant 
la différence obtenue par B'B"/; h- WBf^ -+- BB'/; , 


B' a' ij'/; 


I 
I 
I 


o. 


Pour que cette égalité puisse avoir lieu, quels que soient a?,/, z, il 

faut et il suffît que les colonnes à éléments constants ne diffèrent que 

par un facteur w ; on a donc Ba = B'a'= WcxPzrz ixm = m; d'où Ton 

tire 

i_B £^__B' i___B^. 

Substituons ces valeurs dans les égalités (5) et prenons x, j, z pour 
les coordonnées courantes, nous obtenons immédiatement 

B(Aa7 4- B>-f- B'z -H G) = B'iB'x 4- A'jh- Bz -+- C) 

= B"(B'ar H- B/-+- A*z -h G*) 


ou 

(V) 


B/;=BX = B«/;, 


pour les équations de Taxe de révolution. Fbir, pour plus de dévelop- 
pements, notre Théorie générale des surfaces de résolution du second 
degré ('). 


B 


*f 


( ' ) G. DosTOR, Nouvelles Annales de Mathématiques ^ 2* série, t. XI, p. 362, 
et Archives de Mathématiques et de Physique^ 1873, t. LV, p. 3o2* 
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CHAPITRE PREMIER. 

LES DISCRIMINANTS. 


§ 1. Définition et calcul àes discriminants. — § II. Application des discrimi- 
nants aux courbes <||i second degré. — § III. Le plan tangent aux surfaces 
du second degré. — § IV. Les surfaces coniques du second degré. 

§ L — - Définition et calcul des discriminants. 

359. Définition. — Etant donnée une fonction homogène 
de n variables, si Ton prend la dérivée de cette fonction par 
rapport à chacune de ces n variables^ le résultant de ces n dé- 
rivées, égalées à zéro, se nomme le discriminant de la fonc- 
tion. 

Lorsque la fonction est du second degré, ses dérivées seront 
du premier degré. Si Ton égale ces dérivées à zéro, on ob- 
tiendra n équations homogènes du premier degré par rapport 
à n variables. L'élimination de ces n variables entre les n 
équations fournira précisément leur déterminant. II s'ensuit 
que: 

Le discriminant d'une fonction homogène du second degré 
à n variables est le déterminant des premiers membres des n 
équations que Von obtient, en égalant à zéro les n dérivées de 
la fonction^ prises par rapport à ces n variables^ 

Nous représenterons par (©,, Q„ CD4, ... les discriminants 
des fonctions homogènes du second degré à 2, 3, 4> • • • va- 
riables. 
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360. Discriminants des fonctions homogènes du second 
degré. — i"* Le discriminant de la fonction homogène à deux 
variables 

(i) /(x,/) = Ax»-+-2Bj7--4-C/», 

est le résultant des deux équations 

|/; = Ax4.B/ = o, 

c'est-à-dire le déterminant (136) 

A B 


(I) 


CJ),= 


B C 


= AC - B». 


tP Le discriminant de la fonction homogène à trois va- 
riables 


[7) /(x,/, z) = Aar*-H2Bj;/-4-C7'-4- 2Dj:z 4- aEj^z 

est de même le résultant des trois équations 

|/; = Aa:-hB7 + Dz = o, 
i./; = Ba; + Cr-f.Ez = o, 

ou bien le déterminant 


F5% 


(II) (D3 = 


A B D 
B C E 
C E F 


= ACF -f- 2BDE - AE^- CD»— FB^ 


Si la fonction précédente était donnée sous la forme 

(3) /(j;,7, 2) = Aar'-i- A'j^-4- A''z» + 2B7Z + 2B'z;r 4- ^B'^a:;^', 
le discriminant serait 


(III) 


(D,= 


A B' B' 

B" A' B 
B' B A' 

AA'A'-f-aBB'B" 


AB'-A'B'— A'B"'. 


(V) 


(4) 
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3® Soit donnée la fonclion homogène du second degré à 
quatre variables 

f{a:,y, z, /) = A j;'-h A'j^-4- A^z^-h aBj^ + 2B' zx + 2B":fj 

+ nCxt -+- o^Cyt -h iCz t -h D/'. 

Égalons à zéro les demi-dérivées de cette fonction prises suc- 
cessivement par rapport aux quatre variables x^ y, z, t; nous 
formerons les quatre équations 

i/; = A ar + B'^^-hB'z-t-C / = o, 

|^ = B";r4-A'y-+-B j5 + C'/=:o, 

1/^ =B' a: + B j + A^z -f- C*/ = 0, 

if,=zC ^-f-C'7 + C''z-+-D / = o. 

dont le résultant est le déterminant 


(IV) 


A 

B' 

B' 

C 

B" 

A' 

B 

C 

B' 

B 

A" 

C" 

C 

C 

C" 

D 


c'est le discriminant demandé. 

Ce discriminant, que nous représenterons par CD4, joue un 
grand rôle dans l'analyse des surfaces du second degré; il se 
développe suivant le polynôme 

(D4=D(AA'A''4-2BB'B'-AB'-A'B'»-A"B''») 

-t-D(B^-A'A'')-f.C'^(B'^-A"A)-i-e'^(B"^-AA') 
! -h2C'C(AB-^B'B") + 2C"C(A'B'-B''B)-+-2CC'(A''B"-BB') 

361. DiscriminaBt de la fonction homogène du troisième degré à 
deux variables 

De cette égalité nous tirons les quatre équations homogènes (146) 

^xj* ^= aa^-^-ihx^y -^ cxf^ =0, 

ir/x = ^^^f -+■ '^bxf-^ cj^= o, 

\xf = ba^-h icx^y -h dx)-^ = o, 

i yj'^ = hx'y -H icxf-^ df= o, 


3io 
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entre les quatre inconnues jc*, x^y^ x^, y^. Éliminant ces variables, on 
obtient le discriminant 


(VI) 


a a^ c o 

o a 'kh c 

b %c d o 

o b %c d 


= (ad— bcy- 4{*'- oc) (<:»— bd). 


362. Discriminant de la fonction homogène du quatrième 
deux variables 


a 


(6) 


f(x,y) = flj:*-+- 4^J?*^-i- ôcar*/*-»- id^jf^-i- ejr*» 


Egalons encore à zéro les dérivées de cette fonction prises par rapport 
à X et ^; nous formons les deux équations 

aar^-h 3bx*x-h 3cx/'-^ dy= o, 
èx* H- 3 c x'j H- 3 r/jry^ -h tf /^ = o. 

Multiplions-les successivement par x% x^', /*; nous en tirons les six équa- 
tions 

/ïx^-h 3^x*/-H 3c x"/*-*- ilx*j* = o, 

/ïx*^-+- 3^x*^-H 3cxy-+- dxj-* = o^ 

ax"j*H- 3^x*j*4- 3cxyH-dy = o, 
^x*H- 3 c x*j^-+- 3rfx^j^-4- cx*^ =0, 

ôx*j^-+- Scx^T^H- 3rfx*y-H ^x/* =.- o, 

bx^j^-^ 3c xy-i-3^xy-f- tfj^= o, 

entre les six inconnues x*, x*jr, ^j^y J^^, -sp^*, ^. L'élimination de ces 
variables nous fournit le discriminant 


(VII) 


a 

36 

3c 

rf 

o 

o 

o 

a 

36 

3c 

d 

o 

o 

o 

a 

36 

3c 

d 

6 

3c 

3d 

c 



o 

o 

b 

3c 

3rf 

^ 

o 

o 

o 

6 

3c 

3rf 

e 


-h ^ylace •+■ ibcd — ad} — c6' — c')'. 


LBS DISGBIMINANT9. 321 

* 

§ II. — Application des discriminants aux courbes 

DU second degré. 

363. Condition pour que réquation générale du second 
degré à deux variables 

(i) f[xyy] = kx^ 4- 'l'Rxy + Cy^ 4- aDa: H- 2Ej -+- F = o 

représente deux droites qui se coupent. — Dans ce cas. le 
centre est nécessairement situé sur la courbe (i). Soient donc 
a, b, c les coordonnées bomogènes de ce centre et 

(2} /(arjj, z) = Aa:*4-2B^-l-Cj'**+2Dj:z -haEz4- Fz»=o ^ 
i'équation homogène de la courbe. On a (200) 

et, comme les coordonnées a, b^ c doivent satisfaire à cette » 
équation, il vient 

Mais on sait que les coordonnées du centre annulent les dé- 
rivées/^ eif^^ de sorte que/^ = o ety^ = o; par suite on a 
aussiy^=:o. 

Les coordonnées a, b, c du centre satisfont donc simulta- 
nément aux trois équations 

if^ = A:r -h Bj -+- Dz = o, 

iy^ = Bar4-Cr + Ez = o, 
1/; = D:r + E/ + Fz = o, 

qui, pour être compatibles, exigent que leur déterminant soit 
nul. On trouve ainsi la relation de condition 


A B D 

B C E =0. 

D E F 

DosTOR. — Déterm, ai 


(1) (ô,= 
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qui reviennent à 

(III) B»~AC = o, BD-AE = o, BE-CD = o. 

Chacune de ces trois égalités est une conséquence des deux 
autres. Elles peuvent s'écrire 

TV\ A_B_D 

^^^) B-~C = Ë* 

Les équations des deux parallèles seront 

(V) Xx-hBx-h D=±: v/D»— ^ AF. 

365. Condition pour que la droite 
(4) ax -{- bf-{- cz = o 

soit tangente à la conique (2). — Soient ^', /, z' les coor- 
données homogènes du point de contact. L'équation homo- 
gène de la tangente sera 

elle sera identique avec Téquation (4) de la droite, si Ton a 

Il a b c ' 

ou 

f^,= ia\ f^,= lhX /^.=r2CX. 

Nous avons ainsi, pour déterminer x\ y\ z' et X, les quatre 

équations 
ulj! [ o.X + a^' + ft^-h c 2'=o, 

trot \ — a.?. + A^ + Bj'+D^' = o, 

'^^ ^ -ft.X + B^' + C/ + Ez' = o, 

— c.X + Da:' + E/ + Fif'=o, 

dont la première exprime que le point de contact [oc^^^yz') 
est situé sur la tangente (4)* 

Ces équations du premier degré sont homogènes entre les 
quatre inconnues — \ x', y, z'; elles ne seront compatibles 

21. 
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que si leur déterminant est nul, c'est-à-dire si l'on a 

o a b c 
a A B D 

fr B C E 
c D E F 


(VI) 


= o: 


c'est l'équation de condition demandée. 

366. Considérons la foncUon 

(6) F(:r,/, z, X) =f[x,x, z) — 2l{ax -^-by-h cz), 

des quatre variables x, j, z et X, et égalons à zéro les dérivées 
de cette fonction prises successivement par rapport à ces 
quatre variables; nous obtenons les quatre équations (5). Il 
s'ensuit que le premier membre de la relation (VI) est préci- 
sément le discriminant de la fonction (6), De là le théorème 
suivant : 

Pour qu^une droite a jr -h ft/ -f- cz = o soit tangente à une 
courbe du second degré /[x^y^ z) = o, il faut et il suffit que 
Von obtienne zéro pour le discriminant de la fonction que 
Von forme, en ajoutant au premier membre de l'équation de 
la courbe le double produit du premier membre de V équation 
de la droite par une nouvelle variable X. 

367. Condition pour que la ligne du second degré (2) soit 
tangente à l'un des axes de coordonnées. — Supposons que 
la conique (i) soit tangente à Taxe des x; l'équation de cet 
axe étant j^=Oy il faudra faire a =:c = o dans l'équation (4) 
de la tangente, ainsi que dans la relation de condition (VI). 
Le premier membre de celle-ci devient ainsi . 











b 





A 

B 

D 

-i 

A B 

D 

b 

B 

C 

£ 


D E 

F 



D 

E 

F 





• _ 

A D 

= — 6' 



D F 


= 6'(D»-AF). 


Comme b est différent de zéro, il faudra que l'on ait 

D'-AF = o. 
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La conique sera tangente aux deux axes> si l'on a en même 
temps 

(VII) D'-AF = o, E»-CF = o. 

■ 

Dans ce cas, l'équation de la conique prend une forme par- 
ticulière que nous pouvons déterminer. 

Multiplions par F tous les termes de l'équation (i), et dans 
le résultat remplaçons AF et CF par leurs équivalents D' et £' 
tirés de (Vil); cette équation devient 

D'a?*-h E»7'+ 2BF^7-h 2DFar + 2EFj-f- F»=o, 

(D:c -4- Ej4- F)^= - 2BFjrj. ^P^ ' ^^-^^1 

En posant -^l?? = ^^ ^" ^^*^ fl"® ^ '?^ * ^ '^ ^ 

(VIII) (D^ + Ej4-F)'=P^j 

est y équation générale des coniques qui sont tangentes aux 
deux axes de coordonnées, La droite Dx -f- Ej + F = o est la 
polaire de l'origine des coordonnées. 
Désignons par a et 6 les distances à l'origine des deux points 

F' 

de contact et posons -p = /r' ; l'équation (VIII) deviendra 

Considérons le triangle OAB ayant pour sommet l'origine et 
0A = 2a, 0B = 26 pour côtés adjacents; le troisième côté AB 
du triangle sera représenté par l!équation ^ 

X Y 

a o 
il est coupé par la conique (7) aux points 


La courbe (7) touche les deux côtés OA et OB en leurs mi- 
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lieux; elle sera aussi tangente au côté AB en son milieu, si 
rona/f^=aft. 
Donc la conique 

I») (f-î-)'=S 

touche en leurs milieux les trois côtés du triangle OAB, dont 
les côtés OA, OB, issus de l'origine et dirigés suivant les 
axes de coordonnées, sont respeclivemeut égaux à ia et 2^. 
Les coordonnées du centre sont données par les deux équa- 
tions 

a 20 2"-' %a 


a ^ X Y b ^ X y 


.et ont pour valeurs 

donc le centre de la conique (8) se trouve au centre de gra> 
vite du triangle OAB. 

368. Condition pour que rintersection des deux droites 

(g) ax -\-by -^ cz=iOy a':r + ft'7'-f-c'z = o, 

appartienne à la conique (2). — Admettons que les deux 
droites (9) se coupent sur la conique (2) au point [x^y,z). 

Les droites qui passent par l'intersection des deux droites(9) 
sont représentées par l'équation générale 

ax -^-by-^- cz -i-X'(a'^-*- b^y-^c'z] = 0, 
ou 

(10). [a-^- a'l']x -^ [b -^ b'\)y -¥ [c -^7! c')z = 0. 

Or l'une de ces droites est tangente à la conique (2) au point 
d'intersection même des deux droites (9). Si l'équation (10) 
représente cette tangente, on devra avoir les égalités de con- 
dition 


Jx Jjr Jz 

a -h a'V '^b-h b'y "" c + c'I 


7v— "" ^^* 
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Les coordonnées x, y y z du point (9) et les deux indéier- 
minées > et 71' devront donc satisfaire aux cinq équations 


o.> + o .^'-^a ar-f-fcj4-cj5=o, 
o.A + o .AV + a'j;-t-A'j + c'3 = o, 
«.X-t-a'.AV + A^ + Bj-t-Dz = o, 
fc.X 4- 6' .>X' + B or -f- C ^ -+- Ez == o, 

c.X^-c' .^' + Da: + Ej-f-F-s = o, 

dont les deux premières expriment que le point d'intersec- 
tion [x^y^ z) appartient aux deux droites (9). 

Pour que ces cinq équations, linéaires et homogènes par 
rapport aux cinq inconnues >, XV, x^ y, z, soient vérifiées 
par les mêmes valeurs de ces inconnues, il faut et il suffit 
que leur déterminant soit nul. La condition cherchée est 
donc 


(IX) 


o 
o 
a 
b 
c 


o 
o 
a' 
b' 

c' 


a 
a' 
A 
B 
D 


b 
b' 
B 
C 
E 


c 
c' 
D 
E 
F 


= 0. 


Il est facile de voir que le premier membre de celte rela- 
tion est le discriminant de la fonction 

pris par rapport aux cinq variables x, y, z, X et X'. Par con- 
séquent: 

Pour que l'intersection de deux droites soit située sur une 
conique, il faut et il suffit que Von trouve zéro pour le discri^ 
minant de la fonction que Von obtient, enajoutant, au premier 
membre de Véquation homogène de la conique, les doubles 
produits respectifs des premiers membres des équations homo- 
gènes des deux droites par deux nouvelles variables. 

Ainsi Fintersection des deux droites 


0:4-2/ — 5 = 0, ^x — 3/4-4 
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appartient à la conique 


5^*-l-4*7-+-y^— 2J?— i6 = o; 


car on a 

o o 
o o 

I 2 

2 —3 
--5 -4 


I 

2 

5 

2 
— I 


2 

-3 

2 
I 

-5 


- 5 

4 

— 1 

o 
-i5 


o 

I 

3 

-5 

o 

2 

-3 

4 

7 

8 

—3 

2 



? 

V 

-/i 


r:. 


369. Équation des tangentes menées, d'un point extérieur, 
à la courbe du second degré (2). — Soient Xiy y-x^ Zi les coor- 
données homogènes du point donné P, et x, j, z celles d'un 
point quelconque M de l'une des deux tangentes menées de 
ce point P à la conique (2). L'équation de cette tangente sera 


{•«) 


X — Xi Y — ri Z — Zt 


X ^~~ X\ 


y—y-K z — z. 


X, Y, Z étant les coordonnées courantes de cette droite. 

Désignons par x\ /, z' les coordonnées du point de con- 
tact C de la tangente (1 1); on a évidemment (193) 


(12) 


07' = 






\r. 


I-+-X 


Z'z=z 




où \ est une indéterminée, dont la valeur dépend de la posi- 
tion du point M sur la tangente (ii). 
Puisque le point C appartient à la conique (2), nous avons 

/(:r',/,y) = o, 
ou^ en ayant égard aux valeurs (12], 

^f x-^^xx r-^-^rt Z'^lzx \ 


(I+>) 


â/(^-^^^«>/ + ^7'> «-hAz,) = o, 
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Or on sait que (200) 

=/(^,r, ^) + ^. AjC -+-r.iy^ H- Xz./J -4- X»/(a:.,x„ 2.); 

par suite, puisque ^.X +ri/^ + «•/I = ^yx +r/n+^/«,' 
nous avons, pour déterniiner la valeur de X, l'équation du 
second degré 

X^/(:r., j-„ 2.) + X(^/; +//; + z/;j -f-/(j;,7, z) = o. 

Mais la droite (12) étant tangente, X ne peut avoir qu'une 
seule et même valeur; il s'ensuit que les deux racines de 
l'équation précédente sont égales, ce qui nous fournit la re- 
lation 

(X) (^/:.+r^.+ z/;,)'-4/(x,r,-î)/(^..r..2.) = o, 

ou 

(XI) 


^\fx -^rJy + ^^fs 2/(x.,7'„ Z.) 


= 0, 


qui existe entre les coordonnées x,. 7, z d'un point quel- 
conque M de Tune ou l'autre des deux tangentes issues du 
point P(x„/,, Zi); elle est donc l'équation de ces deux tan- 
gentes. 

370. Équation des tangentes menées à une courbe du se- 
cond degré (2) par les intersections de cette courbe avec une 
droite donnée 

(i3) px-h qy-h rzz=o. 

Si nous appelons Xi, j„ Zx les coordonnées inconnues du 
point de concours P de ces tangentes, le point P sera le 
pôle de la droite (i3), qui elle-même est dite la corde de 
contact des deux tangentes. Or l'équation de la corde de con- 
tact des deux tangentes issues du point [xi^y, Z|), c'est-à-dire 
l'équation 
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devant être identique avec (i3]^ on a nécessairement 

(i4) ' /; = 2/>i. frr=n^^ f. = ^rh 

où X est une indéterminée. 

Multiplions ces trois équations (i4) par les coordonnées 
respectives ^i, ji, z^ et ajoutons; nous obtenons l'égalité 

qui, jointe aux équations (i4)> fournit le système des quatre 
équations 


— \p -\- A j^i + Bj, H- D2, = o, 

— \q + B;r, H- C7t-4- Ez, = 0, 

— Xr -4- D^, -h Ej, + F-s, = o, 

entre les inconnues Xs, y^ Zi. Ces équations sont nécessaire- 
ment compatibles; par suite leur déterminant est nul, ce qui 
nous fournit Tégalité de condition 



f{x„x„z,) 

■kp 

\p 
A 

Iq Ir 
B D 

■ I m é 



B C E 
D E F 

— .< 

On en tire 

5) f{xi,r»^A=- 

"A 

p q r 
/> A B D 

<; B C E 




r D E 

F 


OÙ A est le discriminant (II, 360) du premier membre de l'é- 
quation (2) de la conique. 
Les relations (i4) donnent aussi 


(.6) 


^/x +r/n+ ^fz = ^Hp'^ + gr + '•«) 


II nous reste à substituer les valeurs (i5) et (i6j dans l'é- 
quation (X) pour avoir l'équation demandée des deux tan- 
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gentes. Celle-ci est donc 
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{Xn)f{x,y,z] 


o p q r 

p A B D 

9 B C £ 

r D E F 



Â B D 

-\-{px+qjr-\-rzY 

B C £ 


D E F 


= 0. 


§ m. -— Le plan tangent aux surfaces du second degré. 

371 . Condition pour que le plan 
(i) ax -^hy-^ cz-^dt=2 

soit tangent à la surface du second degré 


(») 


\f[xy y, z, t) = Ax^-h A'/'H- A"2'+ aBjz -h^B'zx -f- tiB'xy 


I 


aCtx-h^C'tx-h^iC' tZ'^ï)P=o (»). 


Soient x'y f y z', t' les coordonnées homogènes du point de 
contact. L'équation homogène du plan tangent sera 

elle sera identique avec Téquation (i) du plan donné, si Ton a 

f^,= 2al, f^,= 7.b'ky }\,= 'XC\y f[.= '2.d\ 

X désignant une indéterminée. 

Nous avons ainsi entre les cinq inconnues x\ r', 2', i et \ 
les cinq équations homogènes 

— o.X + a x^ -\-b y' -^c z' -\-d /' = o, 
~tf.X-4-A^'-hBy+B'-?'-f-C r = o, 

— 6.X-hB'V-4-Ay-hB 2' + C'^ = o, 

— c.X -h B'j?' + B r' + AV-4- CV = o, 
-rf.X + C a:'-f.Cy-hCV + D/' = o, 


(*) G. DosTOR, Archiva de Mathématiques et de Physique, 1876, t. LVII» 
p. 198. 
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r^- 


dont la première exprime que le point de contact [x\y y z\ /'] 
appartient au plan tangent (t). Pour que ces équations 
soient compatibles» il faut et il suffit que leur déterminant 
soit nul. On trouve ainsi la condition demandée 


(I) 


o 
a 
b 
c 
d 


a 
A 

B' 

c 


h 
\r 

M 
B 

C 


c 

B' 

B 

A'' 

r/ 


d 
C 
C 

D 


= o. 


Il est aisé de voir que le premier membre de cette égalité 
est le discriminant de la fonction 

f[xy y, z, t) 'i-ii'k [ax -h 6j -H cz -f- dt ) 

des cinq variables ^, j, z, t et X. Par conséquent ; 

Pour qu'un plan (i) soit tangent à une surface du second 
degré (2), il faut et il suffit qu'on trouve zéro pour le discri- 
minant de la fonction que Von obtient, en ajoutant au pre- 
mier membre de l'équation de la surface le double produit du 
premier membre de l'équation du plan par une nouvelle va- 
riable. 

372. Condition pour que la droite 

(3) ax -^ bx-hcz-{-dt = o, a'x-^b'y-^-c'z -hd't = o 

soit tangente à la surface du second degré (2] ('}. -— Les 
plans conduits par Tiniersectlon des deux plans (3) sont re- 
présentés par réquaiion générale 

(4) {a-^a'l')x'^{b-^b''k')x-^{c-^c'W)z^{d-hd'l')t = o. 

Or Fun de ces plans est tangent à la surface (2) au point 
de contact (^,7, z, t) de la droite (3). Si l'équation (4) repré- 
sente ce plan, on devra avoir les égalités de condition 

Jx J y J z J t 


a -+- a'X' "" 6 4- b'I' ~" c-f- c'X' d-^-W'K 


7v — — 2X. 


(*) G. DOSTOR, /oc. cit.y p. 300. 
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Les coordonnées du point de contact x^ y^ z, t et les deux 
indéterminées X et V devront donc satisfaire aux équations 

o.X-f-o .XX'-+- ax '\- bjr -\- cz -^ dt =o, 
o.X -4- o .XX' + a'x + 6'/-+- c'z 4- d't = o, 
a.'k'^a'.'K^ -^rkx-^h'x-ifWz-^Ct =0, 
6.x 4- ft'.XX' + B'x-+- A> -H Bz -+- C'/ = o, 
c.X -4- cWT! -h B'j? -f- B/ -h A"z -h C"/= o, 
.^ rf.X-+- rf'.XX' + Co: + C'j -+- C'z + D/ = ç, 

dontles deux premières expriment que le point de contact 
appartient aux deux plans (3) et par suite à leur droite d*in- 
tersection. 

Pour que ces six équations, linéaires et homogènes par 
rapport aux inconnues X» XX', Xy y^ z, t, soient vériOées par les 
mêmes valeurs de ces inconnues, il faut et il suffit que leur 
déterminant soit nul. La condition cherchée est donc 


(II) 






a 

6 

c 

d 





a' 

6' 

c' 

d' 

a 

rt' 

A 

B' 

B' 

C 

b 

b' 

B' 

A' 

B 

C 

c 

d 

B' 

B 

A" 

C 

d 

d 

C 

C 

C 

D 


= 0. 


373. Équation générale des surfaces du second degré qui 
touchent les trois axes de coordonnées (']• — Les équations 
de l'axe des x étant y = o^z = o, nous obtenons la condition 
pour que Taxe des x soit tangent à la surface (2), en faisant, 
dans la relation (II), 

a = o, 6 = 1, c =0, rf = o, 
a' = o, 6' = o, c' = I , rf' = o. 

Mais cette condition se détermine plus rapidement en fai: 
sant j = z = o dans l'équation (2) de la surface, et en expri- 
mant que les deux racines de Téquation résultante en x 

Aj;*-h2Car -4-D = o 


C) G. DOa>TOR, loc, cit., p. 301. 
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sont égales. Donc Taxe des x est tangent à la surface (2], 
siO— AD = o. 

De même les deux autres axes de coordonnées sont 
tangents à la surface du second degré pour C'*— A'D = o, 

Supposons que la surface (a) soit à la fois tangente aux trois 
axes de coordonnées. Multiplions l'équation (2) par D et dans 
le résultat remplaçons AD, A'D, A^D respectivement par 
C% C'% C\ L'équation de la surface sera, pour / = i, 

C»a:»-l- C'Y-h C"»z»-4- 2BD/Z -+- 2B'Dzar-h 2B"Dj:/ 

-h 2CDa? 4- 2C'D^-h 2C''D^ -4- D» = o, 
ou 

(C^ H- Cy + C'z + D)» -h 2 (BD - CC')xz 

-+-2{B'D-C"C)^xH-2{B"D — CC')^j=o. 

Ainsi, en représentant par — P, — Q, •— R les coefficients 
éejrz, zx, xy^ on volt que 

(III) (Car + Çly-^ÇTz + D)« = P^z + Qz:r ^ Y,xy. 

est Y équation générale des surfaces du second degré, qui tou- 
chent à la fois les trois axes de coordonnées. 

Si Ton désigne par a, 6, c les dislances à l'origine des trois 
points de contact, cette équation prend la forme 

t\\T\ (^ , T 2 \' rz zx xy s 

^ ' \a b c J P ç ^ 

où /?*, q*, r» sont les quotients de D^ par P, Q, R. 

Considérons le tétraèdre ayant pour sommet Torlglne et 
pour arêtes latérales les longueurs 2a, 26, 2c, dirigées sui- 
vant les axes. La surface (IV) touchera ces arêtes en leurs 
ipilieux et coupera les arêtes opposées aux points respectifs 
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Elle touchera ces arêtes, et forcément aussi en leurs mi- 
lieux, si l'on a 

p^ z= bCf q^ = ca, r* = ab» 
Donc la surface du second degré 


(V) [Î^'i-Î-Y-'to- 


ZX XY 

ca ab 


touche en leurs milieux les six arêtes du tétraèdre OABC, dont 
les arêtes latérales OA, OB, OC, issues de V origine et dirigées 
suivant les axes de coordonnées ^ sont respectivemen t2a,2b,2c; 
de plus la surface a son centre situé au centre de gravité du 
tétraèdre. 

374. Condition pour que rintersection I des trois plans 

/ P = ax -h bf -h cz -^ dt =Oy 

(5) I V'=:a'X'^b\r -^c'z -4-rf'/ = o, 

( P"= a''x -h by + &'z -^dUz=o 

appartienne à la surface du second degré (2). ^ Les plans 
qui passent par l'intersection I de^ trois plans P = o, P' = o, 
P''=: o, sont représentés par Téquation générale 

(6) P-f->'F-+-V'P" = o. 

Or l'un de ces plans est tangent à la surface (2) au point d'in-; 
terseclion même I des trois plans (5). Si l'équation (3) repré- 
sente ce plan, on doit avoir 

Jx Jy 


a -H a'l'+ arr ~ b + b'V + b" X" 

J Z J t 


c + c'V 4- c"r ^d-hd'V-hd'r 


= — ai. 


Les coordonnées ^,7, z, t du point I et les trois indétermi- 
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nées X, Vf V devront donc satisfaire aux sept équations 

o.i-^- o. XX' H- o. Tl^-i- ax -^bjr -hcz -f- rf/ =o, 
0.X-4-0. XX'-+-o. Tl^-hafx -h b'y-hc'z -hd't =9, 
o.X + o, XX' -h o. XX^'-ha'^a: -ht'y-4-c"^4-d*'/=o, 
a.X -4- a^XV^-a^XX''-4- kx -f-B'^H- B'^-f- C/ =0, 
6.x + t'.XX'-h 6".XX"+ B'^ -4- A>-h Bz + C7 = o, 
<?.X -4- c-'.XX'+ c".XX"'4- Wx -h Bx -4-A"2-hC''/= o, 
rf.X + rf'.XX'4-rf^XX'^4-Ca: + Cy-i-C"z 4- D/=o, 

dont les deux premiers expriment que le point d'intersec- 
tion I (x^XyZ, t) appartient aux trois plans (5). 

Pour que ces sept équations, linéaires et homogènes par 
rapport aux sept inconnues X» XX', XX"^, j;, ^, z, /, soient véri- 
fiées par les mêmes valeurs de ces inconnues, il faut et il 
suffit que leur déterminant soit nul. La condition cherchée 
est donc 


(Vl) 








a 

b 

c 

d 







d 

y 

d 

d' 







a" 

b" 

c* 

d' 

a 

a' 

a" 

A 

B" 

B' 

C 

b 

f 

b" 

B" 

A' 

B 

C 

c 

c' 

c' 

B' 

B 

A' 

c 

d 

rf 

d' 

C 

C 

C" 

D 


= o. 


Il est aisé de voir que le premier membre de cette relation 
est le discriminant de la fonction 

2XP + 2X' p' -+- sX'^P" 4-/(^,r, z, t) = o, 

pris par rapport aux sept variables X, X', X",x,^, z, /. Par 
conséquent, /702ir que V intersection de trois plans soit située 
sur une surface du second degrés il faut et il suffit que l'on 
trouve zéro pour le discriminant de la fonction que Von 
obtient en ajoutant au premier membre de l'équation homo- 
gène de la surface les doubles produits respectifs des premiers 
membres des équations homogènes des trois plans par trois 
nouvelles variables. 


n 
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On verrait ainsi que rintersection des trois plans 
ix-^y — z — i = o, X — 3^-hz-i-2 = o, x-\-y — 2z-i-3=:o 
appartient à la surface 

6j7» — y^ — 2Z*H- vtyz -\- &xy ^ ix — l^y — 2Z = o. 


§ IV. 


Les cônes circonscrits aux surfaces du second 

DEGRÉ. 


375. Condition poui* qu'une surface /(^, 7,2) =^o soit 
conique. — Cette surface sera un cône passant par le point 
(a, by c)y si le plan tangent 


(•) 


(X - :r) /; + (Y -7)/' + (Z - z)y! = o 


contient la droite 


(^) 


X-or \-y 


X — a 


= — u 


c 


qui joint le point variable [x, y, z) de la surface au point (a, 6, c). 
On obtient ainsi, entre les quatre inconnues X — a:, Y — /, 
Z — js et M les quatre équations homogènes du prennler 
degré 

o.i/.-^/;(x-a:)-i-/;(Y-r)-^/,(z~i.)r.o, 

[x — a)u -\- (X — a:)-T-o. (Y— j) -i-o.(Z — z) =r: o, 
(j— 6)M-i-o. (X — ^) -h (Y— ^) -{-o.(Z — z) = 0, 
[z — c)u-^o (X — ^) -f-o.(Y~7) H- [Z — z)--o. ' 

Éliminant ces inconnues, on trouve la relation de condi- 
tion 

o /; /; /; 

X — a I o o 
y — b o I o 
z — c o o I 


(I) 


-— o, 


qui doit exister, quelque soit le point [xyy^ z) de la surface. 
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Cette relation, qui revient à 

(II) ' (^-«)/: + (r-*)^ + (^-^)/.-o, 

s'appelle V équation aux différences partielles des surfaces 
coniques qui ont leur sommet au point (a, b, c). Elle s'obtient 
immédiatement, en remplaçant, dans (i), X -— ^, Y — j, Z — z 
par leurs valeurs tirées des équations (2). 

376. Condition pour que Téquation générale du second 
degré 

if[x,pzyt]--=zkx' H- A'/» •-HA'^iî» 
(3) < ' -T- 2 B J2 H- î2 B' zx -h 2 B*" jry 

f -\-7.CtX 4-2C77 ^iCrtZ -}-D/»=:0 

représente un cône. — On sait que l'équation du plan tangent 
au point {x',y'y z\ t') de la surface (3) est 

^Â'^rfyf -^ zf.' -^ tf„ = O, 

OU 

(4)" ^'n^r'fr + ^'r.-^t'ft=o. 

Si réquation (3j représente un cône, le plan tangent (4j 
passera par le sommet; et si x^y, z, t sont les coordonnées 
de ce sommet, l'équation (4) devra être satisfaite, quel que 
soit le point de contact (x',y, z', /') du plan tangent, c'est- 
à-dire pour toutes les valeurs de ces variables qui vérifient 
en même temps les équations (3) et (4)< On obtient ainsi 
les quatre équations de condition 

i/; - A X -h B> -^ B'z + C/ == o, 
ijÇ r:z B"j;-hA'^-f-Bz -i-C'/~o, 

±Jl r:r. B'^+ Bj -+- A"Z ^CU=. O, 

ift^Cx-h Cx -^ C"z + D^ =: O. 

•Ces quatre équations, étant homogènes, ne sauraient être 
vérifiées par les mêmes valeurs des variables que si leur 
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déterminant est nul. La condition demandée est donc 

A B' B' C 
B" A' B C 

W B A" C" 
C C C" D 


(III) • A = 


o. 


Donc 9 pour que Véquation du second degré, à trois varia-- 
blés, représente un cône, il faut et il suffit que le discriminant 
de son premier membre, rendu homogène, soit égal à zéro. 

377. Équation du cône issu du point P (^i^jri* ^t, /t), qui est 
circonscrit à la surface du second degré (3) (']. ~ Désignons 
par x,y,z, t les coordonnées d'un point quelconque M d'une 
génératrice du cône, et. par ar',j',z', /' celles du point de 
contact C de cette génératrice avec la surface (3). Nous avons 
évidemment (193) 

i-hA '^ i-hA i-i-X i-hA 

dont rindéterminée 1 dépend de la position du point M sur 
la génératrice CM. 

Le point de contact C appartenant à la surface (2), nous 
avons 


o=fix-,r',z',f]=f(^^^ 


âi:-\-'kxt j-f-iji z-hlzi t'h'kt^ 
-X' iH-X' i-f-A' 1-4-X 


= 7 — -^-TT /(^ -i- i^i, y -f- X/,, z -h Xz„ t -+- A/,). 

Développant le second membre, on obtient, pour déter- 
miner 1, l'équation 

>'/(^i,r., ^i> li) + 1 «. +r^, + -3/; + tf[ ) +/(^, j, z, t) = o. 

Les deux racines de cette équation devant être égales, on 
trouve 

(IV) [xj:,+rS',+ ^/;.-+- tfl, y-4nx,r> ^> ')/(^..ru-s., ^.) = o 

pour l'équation du cône demandé. 


C) G. DosTOR, loc. cit,, p. ao2. 

2Î. 
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378. Équation du cône circonscrit à la surface du second 
degré (3), et qui touche cette surface suivant son intersec- 
tion avec le plan 

(5) px -T- 5j^-h rz -h5/ = o(*). 

Soient ^1,71, z,, /| les coordonnées du sommet P du cône; 
le plan polaire du point P sera 

Ce plan sera identique avec (5), si l'on a 

(6) fs, = ^ph ^. = 2gX, f,, — ir\ fi^^^sl. 

Multiplions ces quatre équations par les coordonnées res- 
pectives ^lyji, Ziy ti et ajoutons; noujs obtenons l'égalité 

ou J = 2>(p5:,-f- qx\-^ rzi-hsti)^ 

qui, jointe aux équations (6), fournit le système des cinq 
équations 

— Ap -f- A Xx-h B" j, -h B' z, 4- C f» = o, 

— Iq-h B" X, -h A'/, -f- B z, + C7, = o, 
-- X r -I- B' j;, H- B jr, -+• A"z, -hC/, = o, 

entre les quatre inconnues ar„ ji,»^,, fi au premier degré. 
Éliminant ces inconnues, on trouve la relation 

/(^„7„z„/,) Ip Iq Ir liS 

Ip A B' B' C 

Iq B" A' B G =0, 

Xr B' B A'' C" 

As C C C D 


(') G. DosTOR, loc, cit. y p. 202. 
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Elle touchera ces arêtes, et forcément aussi en leurs mi- 
lieux, si l'on a 

Donc la surface du second degré 

^ ' \a b c ) bc ca ab 

touche en leurs milieux les six arêtes du tétraèdre OABC, dont 
les arêtes latérales OA, OB, OC, issues de V origine et dirigées 
suivant les axes de coordonnées ^ sont respectivement 2 a, 2 6, 2 c ; 
de plus la surface a son centre situé au centre de gravité du 
tétraèdre. 

374. Condition pour que Tintersection I des trois plans 

IP = ax -{- by -h cz -h dt =0, 
V'=a'x-hb'r -+-c'z +d't = Oj 
P"= a^'x -4- by 4- c"z -^d''t = o 

appartienne à la surface du second degré (2]. ^ Les plans 
qui passent par i 'intersection I de^ trois plans P = o, P' = o, 
P"=:o, sont représentés par Téquation générale 

(6) Ph-X'P' + X"P" = o. 

Or Tun de ces plans est tangent à la surface (2) au point d'in-r 
terseciion même I des trois plans (5). Si l'équation (3) repré- 
sente ce plan, on doit avoir 

Jx Jy 


a -4- a'X'-i- a"r ~" 6 + 6'X' + 6"X" 

J Z J t 


C + c'X' + c"r — d-^d'i^-^d^r 


= — 2X. 


Les coordonnées x^y, z, t du point I et les trois indélermi- 
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nées X, l', y devront donc satisfaire aux sept équations 

o.X-h 0. XA'-ho. TX'-k-ax -+-6j -Hc^ -h dt =zo, 
0.X-+-0. XX'-4-o. Xk^-k-c^x -h by-^i/z -hd't =9, 
o.X -h 0. >X'-+-o. XX^-h afx -h ft'y-h c"z4-rf''/= o, 
a.X -f- a'.XX'4-a^Ml"-h kx -hB>4- B'^-h C/ =0, 
6.x + b\ïi!^b\yr-^ Wx -h Ay -+- Bz + CV = o, 
c.\ -H c'.W'-h c".XX''-h B'^ 4- B/ ■^M'z-^Ct= o, 
rf.X-hrf'.XX'-hrf^W'^+Ca: 4-C>4-C''2-+-D/=o, 

dont les deux premiers expriment que le point d'intersec- 
tion I [x^y-yZ, t) appartient aux trois plans (5). 

Pour que ces sept équations, linéaires et homogènes par 
rapport aux sept Inconnues X, ^'^ XX'^ :r, j, z, /, soient véri- 
Qées par les mêmes valeurs de ces inconnues, il faut et il 
sufQt que leur déterminant soit nul. La condition cherchée 
est donc 


(VI) 








a 

b 

c 

d 







d 

b' 

c' 

d' 







a- 

b" 

c" 

d" 

a 

a' 

a' 

A 

B' 

B' 

C 

b 

b' 

b" 

B" 

A' 

B 

C 

c 

c' 

c" 

B' 

B 

A' 

C 

d 

d 

d' 

C 

C 

C" 

D 


= o. 


Il est aisé de voir que le premier membre de cette relation 
est le discriminant de la fonction 

2XP 4- aX' P' 4- 2.rF" -4-/(j:,r, Zf = o, 

pris par rapport aux sept variables X, X', X'',x,j^, 2, /. Par 
conséquent, pour que l'intersection de trois plans soit située 
sur une surface du second degré, il faut et il suffit que l'on 
troui^e zéro pour le discriminant de la fonction que l'on 
obtient en ajoutant au premier membre de l'équation homo- 
gène de la surface les doubles produits respectifs des premiers 
membres des équations homogènes des trois plans par trois 
nouvelles variables. 
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OU, en effectuant et en ordonnant par rapport à x\ 

-4-2(,AX, |!Jl, -f-EXi/Za-h BXî/X, -f-CX,/Uta)^'j' 

Cette fonction transformée peut se mettre sous la forme 

(3) (p(a:',/)=rA'^"-f-2B'^'/H-Cy% 
si l'on a soin de poser 

A'--=AX; -f-2BX,X,-^CXJ, 

B' ^=^ AX, Wi -+- B(XifX, -I- Xj/Uti) 4- CXajUta, 

C' = A/;jiî -h2B/ut||:jt2-i- CfxJ. 

Ces trois égalités fournissent les coefficients A', B', C de la 
fonction transformée (2). 

381. Au moyen de ces dernières égalités, nous pouvons 
calculer le discriminant A'C — B'^ de la fonction trans- 
formée (3) en valeur des coefficients A, B et C de la fonction 
primitive. 

Nous trouvons en effet que 

A'C — B'»z=r ACXî|:jl; -f- ACXîpî - 2ACXiX,^.|:jt, 

-f-2B^X,X,/^.fx,-B^Xî|UL^3-B»X^^% 
ou bien 

A' C — ^'\r- AC(X, |UL, — X,|Ut, Y— B^(X, \L; — X,|Ul,)% 

c'est-à-dire 

(4) A'C'~ B^rr (AC - B») (X,^,- Xr^O'^ 

Dans cette égalité, le facteur Xifjtj— Xj/uti est le déterminant 
des équations de transformation (2). Par conséquent, nous 
voyons que le discriminant A'C— B'^ de la fonction trans- 
formée (3) est égal au discriminant AC — B' de la fonction 
primitive (i), multiplié par le carré du déterminant Xi^a — XajLt, 
des formules de transformation (2). 

Le déterminant X./xa — X^/x, se nomme le module de trans- 
formation. 
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Le changement des coordonnées, en Géométrie analytique, 
s'opérant par des substitutions linéaires, est un cas particu- 
lier des transformations linéaires. 


§ II. — Les invarunts. 

382. Définition. — Dans la transformation linéaire des 
n<>* 380 et 381, la quantité AC — B> est un invariant de ia 
fonction Aar»-h tuBxjr H- Cj^ 

En général, on appelle invariant d'une fonction homogène 
de n variables toute expression entre les coefficients de 
cette fonction qu'une transformation linéaire change en une 
expression identique entre les coefficients analogues de la 
fonction transformée, divisée par une puissance du module 
de transformation. 

L'invariant est absolu^ si celte puissance est égale à l'unité. 

383. Théorème. — Les discriminants sont des invariants. 
Considérons la fonction homogène du second degré 

(i) • F(X,Y)=rAX^-i-2BXY-f-CY% 

dont le discriminant est le déterminant des deux équations 

|Fx=AX + BY=:o, 
iFï=BX + CY = o, 

et a pour valeur 

(a) (Da = AC — B». 

Dans la fonction (i) faisons les substitutions linéaires 

elle devient 


^^' f -r-2B(X^^-fx7)(X':^-t-p»-f-C(X'^4-fx»^ 

Pour avoir le discriminant de cette transformée (3], égalons 
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déterminant est nul. La condition demandée est donc 

A B" B' C 
B" A' B C 
B' B A" C" 
C C C D 


(III) • A=:= 


= o. 


Donc , pour que Véquaiîon du second degré, à trois varia- 
bles, représente un cône, il faut et il suffit que le discriminant 
de son premier membre, rendu homogène, soit égal à zéro, 

377. Équation du cône issu du point P (^1,71» zt, t^), qui est 
circonscrit à la surface du second degré (3] ('). — Désignons 
par x,x, z, t les coordonnées d'un point quelconque M d'une 
génératrice du cône, et. par a;', y, ^',/' celles du point de 
contact C de cette génératrice avec la surface (3). Nous avons 
évidemment (193) 

i-HA "^ i-f-A i-î-A i-i-A 

dont l'indéterminée X dépend de la position du point M sur 
la génératrice CM. 

Le point de contact C appartenant à la surface (2), nous 
avons 


o=/(x',/,z',r)=/( 


x-^-Xxi JH-Xj, z-^lzy t-^Tity 
i-f-X' iH-X' I-+-X' i-f-X 


T 


= 7 tt: f[x-\- XoTi, X -^ ^Ji, Z -I- Iz,, t H- Itt). 

[I-h AJ 

Développant le second membre, on obtient, pour déter- 
miner X, l'équation 

Les deux racines de cette équation devant être égales, on 
trouve 

pour l'équation du cône demandé. 


(' ) G. DOSTOR, loC. cit,, p. 302. 

22. 
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Donc le discriminant (Q\ de la fonclion transformée (3) est 
égal au discriminant COs de la fonclion primitive (i)> multiplié 
par le carré du module de transformation (X/x' — [il'). 

Prenons encore la fonction homogène du second degré à trois va- 
riables 

(5) F(X, Y, Z) = AX»-4- AT* -h A^Z^-^- 2BYZ -4- aB'ZX -+- aB'^XY^ 
dont le discriminant est (360, III) 

A B" B' 

(E),- B" A' B 
B' B A" 

Dans cette fonction (5) faisons' les substitutions linéaires 
elle devient 


l^X 


f*'r 


V zY 
y'zy 


(7) 


f(^yXy^) = ^ (^ ^ 

■^A''(rx-i-iiy-^-v"zY 

•4-2B (X'x-hp'j-hv'z) (X^x-f-pV 

-h 2B"{X X -h H X'-^'^ Z)('k' X-i- fl'jr 


v'z) 
V z) 
v'z). 


La demi-dérivée de cette fonction, prise par rapport à x, sera 


i/; = A X (\x-^lljr^VZ)-¥-A'V(yx 

B y(Vx 


B' V'(XxH-fx^-i-vz) 
B''V(Xx-Hp7-+-vz) 




v'z) 
v'z) 


A''X"(X«a: 
B V(X"jc 
B'X (X'^ 


B"X (Vx-+-fx>-Hv'z), 


^»^ H- V Z) 

iiy -f- v"z) 


V'S) 


ou 




(AX 
.(B*X 
(B'X 


B'X' 

A'X' 
B X' 


B'X'')(X X 
B X'')(X'jr 
A''X")(X''j: 


f* j-^v z) ^ 
p'7-+-v'z) 


F/ 


v^z). 


On calculera semblablement {/' et |/^ . 

Si l'on égale à zéro les trois expressions ainsi obtenues, on forme le 


"1 p™ ^'«IJ^ ■ I I I 
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système des trois équations 

oilo {"ko: -^ |x/ -H vz) H- ift) (Va: -f- ^'j -h v'z) -h G (Va: -h |x"j -h v^z) = o, 
X' [Ix -i- pj-h vz) -^- ift)' (y^ -+- i^y H- v'z) -f- G' ( A".r -4- fA> ■+- ^"z) = o, 
Jl,''(>a: -i-liX-^ vz) -+- 'lft>"(5^'i^ ^- f*'/ -H v'z) -i- G"(X"ar -f- pt> -h v"z) == o, 

en posant 

( AX -+- B"V -f- B'X" = X, B''X ^- A'X' ^- BV =^ ift), B'X -h BX'-h An"= G , 

) I Ap-f-BV'-hB>"--cl>', B'>-+-A>'+BpL"-'\ft)', B'pn-BpL'H-AV^G', 

Av -r- B"v' -4- B'v" -= Jl>", B% -f- A'v' n- Bv'' = ift,", B'v -f Bv' ^- A'^" = G". 

Mettons les variables en facteurs communs dans les équations précé- 
dentes (8) ; nous pouvons les écrire 


v'')5 


X x-î-ifb y-her)x-h(x p-hiib p'-+-Gp")j-^- (x v + iA) vh-g 

aCX -H ifinV GX")x -H (X> -t- ailV'-i- Gpi")j-f- (X% -+- ifb'v'-r- G%")z 


= o, 


= o. 


Le déterminant de ces trois équations sera le discriminant de la fonc- 
tion F{X, Y, Z). En le représentant par (D3, on a donc 


(0; = 


<A, X -f- iPo X'h- g X" X pi -4- iPo ll'-r- G II" c.l> V -h ift) v'-H G v" 

a.l,'X-Hlft,'X'+-G'X" X\a -4- iPo'f*' -+- G' p" X' V -+- Ift)' v' H- G' v" 

A" X -+- ift," X' -^ G'' X" .l>" pi -h iH)" p' -f- G" pi" JU" V -+- ift," v' -H G" v" 


Or il est évident que cette expression est le produit des deux déter- 
minants 


al, '\Si> G 
X' lA)' G' 
A.'' ift)" G" 


X X' X" 

^ n 

y. Il II 


dont le premier, qui, en vertu des égalités (9), revient à 

AX -4- B"a' -4- B'X" B"X -f- A'X' -+- BX" B'X -+- BX' -t- A".X" 
Api-+-B>'-hB'X" B"pn-A>'-i-Bp" B> -h Bpi'-h A'>" 
Av -+- B"v' -+- BX" B% -h A'/ -f- Bv" B'v -h Bv' -h A'"v" 

est lui-môme le produit des deux déterminants 


X X" X" 

ft II' II" 


et 


A B" B' 

B' A" B 
B' B A" 




ff 


* 


\o) 
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On a donc 

X 

\' A" 


A B" B' 


X 

X' 

X" 

<Sf,~ 

V 

v' v" 

• 

B" A' B 

B' B A" 

* 

X 

V 

v' 

v" 

OU 



X V y 

* » 



(U) 


(£»',-( 

®». 

X 

V v' v' 

7 

f 






384. Invariants des courbes du second degré. — Les inva- 
riants que nous venons de considérer existent, quelle que 
soit la nature des formules de transformation linéaire. Il en 
est d'autres qui n'apparaissent que dans des cas particuliers, 
lorsque les coefficients de transformation ont certaines va- 
leurs. 

Pour en donner un exemple, considérons la conique 


(lo) 


A.r»-i- ^Bxy-{- Cj^-h H = o, 


qui a l'origine pour centre. Faisons tourner d'un angle a les 
axes de coordonnées, supposés rectangulaires; il faudra faire 

a;=: x' cos ce — j' slna, y* = x' sina H-j^*' cosa, 

ce qui transforme notre équation (lo) dans la suivante : 

A'a;''-^ 2B'^y -h Cy 4- H =: o, 

où 

A'--T- A cos^a -f- 2B sina cosa -j- C sin*a, 

B' =r (C — A) sina cosa -h B(cos'a ~ sin'a), 

C :=: A sin' a -- aB sina cosa + Ccos'a. 

Le module de transformation est ici cosa. cosa — (sina) sina 

ou I ; par conséquent l'invariant AC — B' est absolu, et il 

vient 

A'C_B''=-AC-B^ 

Dans le cas général, on a (316) 

A' + C ^ A (X; 4- /:jl;) H- C(X^, 4- p^) + 2B(XX, H- /:ji^,), 

et la somme A + C est loin d'être un invariant; mais, dans le 


^•^"^^ 


1 
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cas que nous considérons, les coefficients de A ei C se ré- 
duisent à l'unité et celui de 2B s'anéantit, de sorte que 

A' + C'=rA-4-C. 

Donc la somme A -f- C est un invariant de la fonction 
Ax*-h2B:r^-i- C/* lorsqu'on passe d'axes rectangulaires à 
d'autres axes rectangulaires de même origine. 

385. Interprétation géométrique de ces invariants. — Les 
invariants d'une fonction expriment toujours une propriété 
de la figure (ligne ou surface), que représente l'équation 
obtenue en égalant la fonction à une constante. 

En effet: i" la conique (10) coupant les axes des coor- 
données, supposés rectangulaires, aux points 


les cordes qui passent par ces points d'intersection sont re- 
présentées par les équations 


^V^Ad=jv'^=::±:v'--H, 

et les distances de ces cordes au centre de la courbe (10) se- 
ront égales à 

L'égalité A'-hC — A-i-C exprime donc que toutes les 
cordes, vues sous un angle droit du centre de la conique, 
sont à égales distances de ce centre; ou, en d'autres termes : 

Tous les losanges inscrits dans l* ellipse (10) sont circonscrits 
à un même cercle. 

2° Le diamètre conjugué à l'axe des x, 
coupe la conique (10) en deux points dont les ordonnées sont 


^-.^sJ- 


AH 
AG-B> 
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pendant que Taxe des x rencontre la courbe (lo) en deux 
points qui ont les valeurs 


X 


-^-5 


pour abscisses. L'aire du parallélogramme qui a ces quatre 
points pour sommets est donc égale à 


/ H» 


Il s'ensuit que l'égalilé A'C — B'»— AC — B' exprime que : 

Les parallélogrammes construits sur les diamètres conjugués 
sont équivalents, 

386. Pour déterminer, par un autre exemple, les invariants 
des fonctions du second degré à deux variables, proposons- 
nous de déterminer les axes de la conique à centre 

(il) Xx^-i- 2Bay-f-C7^-r H = o. 

Si de Torigine, centre de la courbe, nous décrivons un cercle 
avec l'un des axes comme diamètre, ce cercle sera tangent à 
la conique à deux sommets opposés. Or, Q étant l'angle des 
axes de coordonnées, l'équation de notre cercle sera 

(la) x^-f-y^-f- nxjrcosd — R':=o. 

Nous pouvons tirer des équations (ii) et (12) une équation 
homogène en x et jr, qui représentera les droites d'intersec- 
tion de ces deux courbes (i) et (2). Cette équation homogène 
s'obtient en multipliant (11] et (12) respectivement par R^ et H, 
et en ajoutant; elle est 

( AR» -f- H) a;» -h 2 (BR'-h HcosÔ) xy -h (CR» + E)y^= o. 

Les deux sécantes communes représentées par cette équa- 
tion se confondront avec un axe de la conique (11), si le pre- 
mier membre est un carré parfait. On trouve ainsi l'équation 

(BR»+HcosÔ)='-(AR»-t-H)(CR^-f-H)=:o, 

qui fournit les demi-axes a et 6 de la conique (11). 
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Elle revient à 

(B^ — AC) R^— (A — 2B cos6 -f- C) HR* — H»sin»e = o, 

et prouve que 

,, A — aBcos0-f-C „ 
«'+*' = B^ÂG ^^' 

(^"^ j ., H'sin'0 

[ B*-AC 

Ainsi les quantités B* — AC et A — aB cosô -h C sont des in- 
variants de la fonction (ii); le premier est un invariant absolu 
et le second est un invariant relatif, puisqu'il varie avec l'angle 
des axes de coordonnées. 

387. Les invariants de la fonction du second degré à trois 
variables 

(i3) Aar»+ A'j* + A"z^-f- aBjz 4- 2B' zx -f- 2B''xy-\- H = o 

se trouvent de même, en traçant une sphère concentrique et 
bitangente à la surface représentée par cette équation. 

Si nous appelons R le rayon de cette sphère, et que X, u, v 
représentent les angles YOZ, ZOX, XOY compris entre les 
axes de coordonnées, l'équation qui fournit les trois demi- 
axes a, fc, c de la surface (i3) sera précisément l'équation (VII) 
du n*» 345, p. 299. 

Elle peut s'écrire 

AR«-PHR^-i-QH'R^- àn'=o, 
en posant 

A A' A' -f- 2 B B' B'' - AB» - A' B'^ - A' B"% 

B'-^A'A' -i- B"»- AA'-+- 2 (AB - B'B'^) cosX 

+ 2 (A' B'- B''B) cos|x -h 2 ( A"B"- BB') cosv, 

A sin*X4-A'sin2/x-hA"sin*v 

2B(cosfxcosv — cos>)-h2B'(cosvcosX— cos/:x)-h2B"(cosicosf;i — cosv), 

ï — cos'X — cos'p — cos*v -t- 2 cosX cosfA cosv. 


1 
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On en conclut que 

PH OH' 

A A 


àW 


11 s'ensuit que les quantités A, P et Q sont des invariants. 
Le premier est absolu et les deux autres sont relatifs. 


FIN, 
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pendant que l'axe des x rencontre la courbe (lo) en deux 
points qui ont les valeurs 


X 


-^-$ 


pour abscisses. L'aire du parallélogramme qui a ces quatre 
points pour sommets est donc égale à 




Il s'ensuit que l'égalité A'C — W^= AC — B' exprime que; 

Les parallélogrammes construits sur les diamètres conjugués 
sont équivalents, 

386. Pour déterminer» par un autre exemple, les invariants 
des fonctions du second degré à deux variables» proposons- 
nous de déterminer les axes de la conique à centre 

(il) A^'-f- 2B;rjH-C7^-i-H=:0. 

Si de Torigine, centre de la courbe, nous décrivons un cercle 
avec l'un des axes comme diamèlre, ce cercle sera tangent à 
la conique à deux sommets opposés. Or, Q étant l'angle des 
axes de coordonnées, l'équation de noire cercle sera 

(12) x^-\-y^'\- 2:rjcos0 — R*=o. 

Nous pouvons tirer des équations (11) et (12) une équation 
homogène en x et y, qui représentera les droites d'intersec- 
tion de ces deux courbes (1) ei (2). Cette équation homogène 
s'oblienl en multipliant (11) et (12) respectivement par R' et H, 
et en ajoutant; elle est 

( AR» -f- H) ^» -f- 2 (BR» -h HcosÔ ) ^rj -+- (CR^ -+- H)/»^ 0. 

Les deux sécantes communes représentées par cette équa- 
tion se confondront avec un axe de la conique (11), si le pre- 
mier membre est un carré parfait. On trouve ainsi l'équation 

(BR^+HcosÔ)^-(AR^H-H)(CR^-f-H) = o, 

qui fournit les demi-axes a et 6 de la conique (11). 
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Elle revient à 

(B*— AC)R*— (A — 2Bcos0 + C)HR»— H»sin»e=o, 

et prouve que 

a. + 6. = ^-.— XH, 

(^''' i .., H'sin'Ô 

Ainsi les quanlilés B* — AC et A — aB cos0 -+- C sont des in- 
variants de la fonction (ii); le premier est un invariant absolu 
et le second est un invariant relatif^ puisqu'il varie avec Tangle 
des axes de coordonnées. 

387. Les invariants de la fonction du second degré à trois 
variables 

(i3) Aa:*4-A'j*-+-A"z^-h2i Byz -h ^B' zx -h nB'' xy -\- R = o 

se trouvent de même, en traçant une sphère concentrique et 
bitangente à la surface représentée par cette équation. 

Si nous appelons R le rayon de celte sphère, et que X, a, v 
représentent les angles YOZ, ZOX, XOY compris entre les 
axes de coordonnées, Téquation qui fournit les trois demi- 
axes «, fc, c de la surface (i3) sera précisément Téquation (VII) 
du n** 345, p. 299. 

Elle peut s'écrire 

AR«— PHR^-i-QH'R^— (îH»:=io, 
en posant 

A A' A" -f- 2 BB'B" - AB^ - A' B" - A"B"% 

B» — A'A"-+- B'^'- AA'-f- 2 (AB - B'B'') cosX 

+ 2 (A' B' - B''B) cos^ + 2 { A"B"- BB') cosv, 

Asin'X4-A'sin^jun-A"sin^v 

2B(cos/xcosv — cosX)-h2B'(cosvcosX— cos/x)4-2B"(coslcos/x — cosv), 

I — cos*X — cos'/x — cos'v + 2 cosX cos/x cosv. 


